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Исследована задача. и которой рассматривается олиородпый слой со слабо- 
неодкородпой подложкой с точки зрения существования модифицированной полны Ляна в 
зависимости от медленно изменяющихся упругих характеристик неоднородной среды. ,\\я 
разных диапазонов фазовой скорости получены дисперсно иные уравнения и условия 
существования сдвиговой поверхностной волны (СНВ). Для периодически неоднородной 
с|>еды с тонким слоем приведены дисперсионные кривые.

Показано, что неоднородность среды играет рол։, как бы своего рода фильтра ՛ для 
существования той или иной длины СПВ.

Помимо основных типов поверхностных волн, в настоящее время 
предложен и изучен ряд обобщений и новых разновидностей 
поверхностных волн. Интересным новым обобщением волны Лява 
являются сдвиговые поверхностные волны (СПВ) в полупространстве с 
небольшой поверхностной неоднородностью, рассмотренные в работах 
|3-5|. В книге |2| изложена как теория рассеяния поверхностных 
акустических волн на приповерхностных неоднородностях. так и 
распространение этих волн в слоистых средах, на поверхностях 
переменной крутизны и т. д.

1. Представляет интерес задача, в которой рассматривается 
однородный слой со слабо-неоднородной подложкой

(ц.(л),Р,(У;)) с точки зрения существования модифицированной 

волны Лява в зависимости от переменных упругих характеристик. 
Слабая неоднородность среды заключается в том, что считаются 
медленно изменяющимися не только упругие характеристики 
рассматриваемой среды, но и амплитуда искомой волны, вследствие чего 
препебрегаются второе производное амплитуды, а также произведения 
производных от амплитуд и от упругих характеристик. Выберем 
координатную систему таким образом, чтобы ось ОХ^ была направлена 
в ։лубь подложки, а ОХ՝ - по направлению распространения волны 
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Слой занимает область < х, <0). а подложка - (х, > 0). Пусть иоле 

перемещений СПВ имеет вид: (./{б; 0; И'(х։, х„./ = 1; 2 .

Уравнение движения в слое и в подложке соответственно 
запишутся следующим образом:

Д^ = с,՜2^

где с, и с2 = [ц,(х:)/р;(х2)]/ - скорости сдвиговых

объемных волн соответственно в слое и в подложке.
Граничные условия на поверхности слоя X, = -И и на поверхности

раздела слой-подложка х, = О 
образом:

запишутся соответственно следующим

dW,—L = 0;
5х2

дЖ 8W,

-h

(12)
х, =0

где Цо = ц (0). Решения уравнений (1.1) ищем в виде

~ <Р|.2(Х2)ехР[,(Ч ~й/)]

Уравнения движения преобразуются к виду

dx:
+ Л:а^ф1 = О (1.3)

М:'(\,)[)1;(л)<р:(х;)] -А-:(1-Т])ф2(х1) = 0 (1.4)

Таким образом, поле упругих перемещений СПВ в слою принимает 
вид

= [В51п(Ла|х,) + Осо^а|х,^ехрр(Ах| -со/)]

Исходя из предположения, что среда подложки является 
неоднородной, ищем решение уравнения (1.4) по методу ВКБ |4|

<₽,(*,) = Л(х,)ехр 

(1.5)
слабо-

(1.6)

где считается, что А(х,) - слабо изменяющаяся по X, функция, т. е. 
пренебрежимы Л"(хг), ц'(х;)Я’(х,) и т. д. Удовлетворяя (1,6) 
уравнению (1.4) с точностью допущения слабо-изменяющихся функций и 
с учетом затухания волны на бесконечности

0<п(х,)<1 (1.7)
получим поле СП13 слабо-неоднородной подложки

7 I--------- 1 ехр[/(Ах - со/)]
и; = 4 ехр -к J —֊Ч----- Чг 0-8)L о Х:(х,)[1-П(хг)]
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Решения (1.5) и (1.8) удовлетворяют граничным условиям (1.2), в 
результате чего получим дисперсионное уравнение задачи

2^8(ЛЛа,) = а0-:а,'[ц;ц(|'а- +с^'(1-а;) + 2*а’] (1.9)

где
«о = (> - По)' ՜, а, =(т),no.i=v7coj. 110)

Со=е.(0), g = g։/n„
В уравнение (1.9) входят параметры среды и их первые 

производные только при =0, т. е. фазовая скорость СПВ (фактически 
не зависит от "формы" объемных неоднородностей. Это следствие как 
сильных требований на "слабость" неоднородностей, так и того, что 
искомая волна локализована вблизи поверхности х2=0. Необходимо 
отметить, что при выводе решений (1.5), (1.8) и дисперсионного 
уравнения (1.9) предполагалось, что а( является реальной, тогда, когда 
а0 может быть только реальной в силу затухания волны в подложке. 
При рассмотрении однородной подложки, дисперсионное ^равнение (1.9) 
сводится к классическому уравнению Лява. Если толщина слоя намного 
меньше длины искомой волны, то среда допускает распространение СПВ 
с фазовой скоростью

По = vjco՜2 = -Сосо՜'] ' (’ Ч)

которая с точностью совпадает со скоростью СПВ, распространяющейся 
в слабо-неоднородном полупространстве при к —> 0 |11. Однако, должен 
удовлетворя ть условию (1.7), вследствие чего получим

с'<0, и' >0 или с'>0, ц;<0 (1.12)
Возможны три варианта взаимоположения постоянных величин 

с0,с, и v0 |6|. Рассмотрим первый вариант
V0<Cj<C0 (1.13)

Здесь, как следует из (1.10), а( становится мнимой, а ссо реальной. 

Допустим а։ =/р։, где P։=(1-T|J является реальной. Тогда 

дисперсионное уравнение (1.9) преобразуется к виду
4По) = 2^(1-По)(1-Поб)':։Ьр(1-пое)']+ 

+2Р(1-Г]0)3': +ц;цп,(1֊г|о) + Ас'с0'1По =0 

где 0 = CqCj 2, Р = kh.
Исходя из того, что функция £(ло), являющаяся монотонной, на 

краях области своего определения (1.7) принимает значения 
противоположных знаков, условия существования СПВ запишутся в 
виде:

а) Если р.' > 0 и с' <0, то могут распространяться СПВ любой 
длины.

б) Если ц' <0 и с' £0. то могут распространяться СПВ длиною, 
удовлетворяющей неравенству

2P[i+gth/>]<-Ap;p;՛ (i.i5)

87



в) Если Но <0 и <0. то могут распространяться СПВ длиною, 
удовлетворяющей неравенству

2Р[1+^ЙР]>֊Лц;ц;' (1.16)

Если но выполняется ни одно из перечисленных условий, то среда 
не допускает существования СПВ для первого варианта (1.13).

Сравнивая вышеполученные условия с условиями существования 
СПВ в слабо-неоднородном полупространстве, заметим, что за счет 
изменения длины волны класс допускаемых волн уменьшайся в случае 
выполнения условий б) и, наоборот, увеличивается в случае в). При 
выполнении условий а) класс волн изменений не терпит. Однако, 
необходимо отметить, что к вышеперечисленным условиям а), б) и в) 
приходится присоединить условия, полученные от требования 
ограниченности функции 111(РР։). После несложных вычислений эти 

условия запишутся
Р,<Р<Р2 (1.17)

где ?| = Л[,*4’-'Пое)' :!(1-11о) '2]

Л =(-л/2)(։“По) ’ ’[(’֊иЖ +со<П„]

Тут нужно, чтобы Р^ было положительным, что, в свою очередь, 
приводит к усложнению уже имеющиеся условия (1.12), а именно: для 
каждой из условий а), б) и в) оно запишется соответственно в следующих 
формах:

П;<Г|„<1 (1.18а)

0<Т)о<1% (1186)

о < По < 1 (1.18в)
2. Для наглядности рассмотрим конкретный пример слабо

неоднородной среды. Допустим плотность и модуль сдвига среды 
изменяются по следующим законам:

Р = Ро(։ + е, 5'п(гаг://)) (21)

Р = Ио(1+825'п(7сх://)) (22<

с условием 0<8|2 «1, где р0,Ц0 - соответствующие значения р и ц 

на границе X =0. а / - период изменения неоднородности но глубине 
подложки. Для среды (2.1), (2.2) выполняемы условия существования 
волны а), если 6, <е,. Дисперсионное уравнение (1.14) в данном случае 
примет вид

1 ■* (2.3)
+2Р(1-П0)3'2 +<?е2(1 ֊</»]„) = О

здесь 7 = тс/?//, с! = 3/2.
При выводе (2.3) предполагалось, что =2е2. Если толщина слоя 

намного меньше периода неоднородностей (Л«/), а это значит, что 
слой не "чувствует" неоднородности подложки, приходим к классической 
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задаче Лява. которая при расположении скоростей (1.13) решений не 
имеет.

Предположение о тонкости слоя позволяет трансцендентное 
уравнение (2.3) привести к квадратному уравнению

2^4' ֊ ЧоХ1" Ч,6)-1՜2^ ~ Ч«)' +<7Е:(| "‘Ч) = 0 (2.4)

Чтобы провести исследование дисперсионных кривых, задаваемых 
функциональной зависимостью /(г|о,Р) = 0 ио (2.4), зададим значения 

некоторых постоянных в табл. 1 (А).
Кривая фазовой скоросги, начиная со значения Т|‘=2/3, 

монотонно возрастает и стремится к значению Г)^ = П0(Р —> <»). 
определенное но

2*0- и.)՛ ■ + + ц>,;՛(1-п«,)+2^(‘ - 0ч,)' 0 - п,.) ■
Переходим к исследованию неоднородной среды (2.1) с условием

-1 «е,, <0 (2.5)

В данном случае выполняются условия б), если е. > е,. Исследуем 
(2.4) с учетом (1.15), которое ври длиноволновом приближении 
принимает вид

0<Р<Р0 (2.6)
где Рь=р1֊2^,-1](2^)՜'

Из-за длиноволнового приближения Ро « 1, следовательно.

?»-е,(<7/2)֊1 (2.7)
Несколько £ должна быть положительной, получим

£>-2/е3 (28)

Постоянные g. 0, (/ и е, зададим в табл. 1 (Б). В этом случае 

кривая (разовой скорости, начиная со значения Т]‘ = 2/3 (Р—>0) и 

монотонно убывая, стремится к значению Ро (т)0 ~> О).

И. наконец, в последнем случае этого варианта рассмотрим 
неоднородную среду (2.1) с условиями

0^е,«1, -1«е, <0 (2.9)
Нетрудно убедиться в том, что здесь выполняются условия в). 

Опять исследуется дисперсионное уравнение (2.4), где с1 = 1/2 
(поскольку берегся е, =0). Условие (1 16) упрощается, принимая вид 
Р>Р0. Исходя из соображений, проведенных в предыдущем случае, 
получим условия (2.7) и (2.8). Дисперсионная кривая начинается со 
значения Р(| и монотонно возрастая, асимптотически стремится к 

значению Г)„ ■
Переходим к рассмотрению второго варианта расположения 

скоростей
с,<У0<с„ (2.10)

Так как в этом случае а։ остается реальной, поэтому исследуется 
дисперсионное уравнение (1.9). Первая мода начинается со значения 
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(1.11) и с возрастанием Р монотонно убывает, стремясь к нижнему 
пределу рассматриваемого диапазона скоростей с}. В отличие от 
предыдущих вариантов, здесь имеем моды высших порядков. Они. 
отделяясь от верхней границы рассматриваемого диапазона скоростей, 
также монотонно убывают с возрастанием Р.

В конце обсудим третий вариант расположения скоростей
Уо<с,<со (2.11)

Настоящий вариант представляет из себя комбинацию двух 
вариантов - при с։ < V < б'(| приходим ко второму варианту, а при 
О < V < С, исследование уравнения (1.14) проводится аналогично 
исследованию, сделанному для первого варианта (1.13). Однако, условия 
существования волны здесь на Р ставят новые ограничения:

АЗ) Если ц' >0 и с' <0, то могут распространяться СПВ длиною 
0<Р<Р3 (2.12)

■•ле Р3 = ֊^[с'с0'е '(։-0 ') '’г+рЖ'(1֊е')' ]

Учитывая условие (1.18а) и область определения в данном случае, 
получим

<<П„ <9'. 1<0<1/п;

БЗ) Если ц' < 0 и с' > 0, то могут распространяться СПВ длиною 

2Р[1^гь/’]>-ц'ц;1л р>р}.

ВЗ) Если р' <0 и с'ъ < 0, то могут распространяться СПВ длиною 

2Р[1 + #М>]<^1Х'Л о </></>,
Далее целесообразно исследования продолжать для определённой 

неоднородной среды. Пусть среда задана в виде (2.1), (2.2). Условия АЗ) 
выполняются при 8, <£г Предполагая 8, =28, и учитывая табл. 1(В), 
получим численные ограничения для Г] 0 и Р.

Таблица I

А Б в г

г 1 1 1 1

е 0.5 0.5 1.2 1.2

ч 1 300 1 300

е2 0.01 -0.01 0.01 -0.01

1? области 0 1 < Т|о <1 они имеют вид подобно моде высших 

порядков. Нулевая мода, начиная со значения Г|’=2/3, монотонно 

возрастает до конца области определения 0 ', при которой Р = Л. 
Неоднородная среда (2.1), (2.5) допускает распространение СПВ. если 
82 >8,. С помощью табл. 1 (Г), предположения 8։ =28, и условии (2.6)- 
(2.8) получаем численные ограничения для СР 8- Легко зам< ить, 

90



что нулевая мода изменений не терпит по сравнению с единственной 
модой. А в области О՜1 < Т| < 1 существуют моды высших порядков. 
Условия существования волны ВЗ) выполняются для среды (2.1). (2.7). 
Считая, что =0 и используя постоянные табл. 1 (Г), получим новые 
ограничения для Р, Г|о- Как видно, нулевая мода начинается со значения 

и монотонно возрастает до Ру.
При втором (2.10) и третьем (2.11) вариантах фазовая скорость 

принимает единственное значение только в том случае, если Р меньше, 
чем то его значение, которое принимает вторая кривая при значении 
со(т>о = ])’ ПУСТЪ По = |՛ тогла “о =°. Исходя из (1.9),

необходимое условие запишется Р < (3/2)я(0 -1) ’ При первом 
варианте (1.13) все три исследованные среды допускали единственную 
моду фазовой скорости СП В.
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