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Օրթոտրոպ • բաղադրյալ գծային առաձգական սեպի թերլարվածային վիճակը հարթ 
դևֆորմացիայի դեպքում

Դիտարկվում է գծային առաձգական, անիզոտրոպ նյութերից բաղադրյալ սեպի 
կոնտակտային մակերևույթի եզրի թերլարվածության խնդիրը հարթ դեֆորմացիայի դեպքում: 
նյութը համարվում է գլանային օրթոտրոպ Անիզոտրոպիայի գլխավոր առանցքները 
համընկնում են գյանային կոորդինատների համակարգի առանցքների հետ. որի սկիզբը 
գտնվում է սեպի գագաթին

Ցոփց է տրված անիզոտրոպիայի ազդեցությունը թերլարվածության տիրույթների վրա.

A.G Hukobion
Low-stress level оГ a linearly clastic orthotropic-compound wedges under plane strain

Рассмптрцнаетгя задача малонапряжсииоггп на крас коптактцоп поверх ног i ։t ami jot 
ропвого составного клина из линейно упругих матерпадон при плоской деформации. 
Материал считается цилиндрически оргоцюпным Главные оси aniiaorpotiiiii совпадаю! < 
осями цилиндрической системы координат, начало которой помещено в вершине клина.

Показано влияние анизотропна пл .юны мадонапряжепногги.

Рассматривается задача малопаиряженности па крас контактной по 
верхпостл анизотропного составного клина из линейно упругих материи 
лов при плоской деформации. Явление малонаиряжснностп впервые 
исследовано в работе 11 ] Исследование напряженного состояния 
окрестности угловой точки поверхности соединения составного тела 
проведено также в работах |2 7| и ряд других.

1. Основные уравнения задачи. Пусть клип, состоящий из двух 
спаянных между собой по общей части боковых поверхностей двух 
цилиндрических тел с различными характеристиками упругое и։, 
находится в состоянии плоской деформации. Оба тела обладают 
свойством цилиндрической ортотропии. В угловой точке контактной 
поверхности поместим начало цилиндрической системы координат, ось 
0=0 проведем по контактной поверхности, ось Z- ио продольному 
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направлению.Главные осп анизотропии совпадают с этими осями. 
Принимаем, что в окрестности угловой точки 1-0 внешние боковые 
грани свободны от нагрузок Па фиг. 1 показано поперечное сечение 
этого юла.

Для цилиндрически ортотропного тела закон 
1 Гука при плоской деформации имеет вид [8]
Р Е, =Д|а,+Д:<Т9
/ е» = Д ><Г, + Д-2<70 • У,в = Д«Лв

где Рч - приведенные упругие характеристики, вы

$ ражаклциеся через технические упругие констан

Компоненты напряжений через функцию напряжений Эри Г в 
полярных координатах выражаются формулами

I дГ I д2Е _д2Е _ д2 (г\
гдг+гд02՝ а° дг2 ' Г"' лМг) 2 

а для О'. имеем
о. = у., а, + у.„ав (3)

Функция напряжений Г(г.в') при плоской деформации
удовлетворяет следующему днфференцнали'вбму уравнению (8):

<94Г 1 д3Е I длЕ , \д'Е
<1 ."ГТ՜*՜ ’ а/։> + я|~ГЗа4֊ + 2“1 а '• “дг г' дг'дО г дв г дг

I д'Р 
г' дгдв2

I д'Т I д2Г
-,— + (2а1+а^7^ + с1,

1 п 
г3 дг "°

(4)

где «, = Д,, «, = Д,,, «5 = 2Д, + Дл
2. Граничные условия. Величины, соответствующие клину с углом 

а. обозначим индексом 1 = 1, а с углом [} индексом / = 2 В 
уравнениях (1) (4) индекс I отпущен.

Отсутствие нагрузок на внешних поверхностях клина в окрестности 
точки г = 0 приводит к условиям 

/7(г.а) = 0, = 0
д8 о=а
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Г,(г,-р) = О,
<?л
дО 0--Р

(5)

Из непрерывности напряжений на контактной поверхности 0 = 0
следует

Ъ = (г,0) = Г2(г,0),
дГ՝ _дГ2
дО о=о дО у=о

(6)

Условия непрерывности перемещений на контактной поверхности 
заменяются эквивалентными условиями (1.6]
да'"

«г.0

да'2' д2у'" д'-у'2'
(МОдг дг о=о дг1 в=о дг2

последние два условия можем выразить через функции напряжений Л
при 0=0.
,/1 , 1 д,,, . д,.,Г 1 <7Л I <?;Г^
"(г дг г де2 ) Р'2 дг2 дг г до2 ) Р'2 дг2 '

I дЕ I д2Е I д'Е, ) 1 д2Е* I д'Е, „ I д'Е
{г ов г дгдв га ав) \г дгдб г дО ) гс*чя(

I дГ, I д2Е । I д'Е ! ,/ I д2Г. I д՝Е2), «г, । д'?:
“дг’ дО г2 дгдО гд-2до) " ^г2 ддб г’ дО՝ ) '՜ гдгдб

(7)

(8)

3. Решение задачи и основные результаты. Следуя Вильямсу |4| 
функцию напряжений и окрестности точки г = 0 представим в виде
^(/•.6) = гд*7,(е.Л) (9)

Из уравнения (4). для каждой из областей клина, следует
+(Л2«'՛’ +2«,'"и," +[л4«'"-л-’։«՛;՛ +<’)+«,'”]./, =« (ю)

Общее решение (10) можно представить в виде
/,(0.Л) = Д,сй£,0сок17,0 + В,дпе,0созц,е + С,сй£,0к(п)),0 +

+0,8Й£,еь1п ;),0
где £, , 1), определяются из соотношения
2 = ±(£, +|'П,) =

1-л:4՛' -г«՝;՝ ±^\а՝;՝2 -4о;'7',)+4Л-’(«;,|«<' "Ч"2) (12)

С помощью (11). удовлетворив восьми граничным условиям (5) (8). 
получим следующую систему линейных однородных уравнений 
огноептельно восьми А,. б,, С,. I), коэффициентов:
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A,-A, =0, £,ß,+r?,C,-£2ß,-i],C, =0 

ю',"(а)А, + <a(,"(a)ß, + ю‘"(а)С, + ®i”(a)D, =0 

<o\2'(ß)A2 + (o';'(ß)B2 +co^(ß)C2+(o'-'[ß)D, =0 
p,a, +2ß;;՝elnlDl -p2A2-2ß;-՝sl2Ti2D2 Io (13)

ch£,acoso,aA, + sh£,acosi),ae, + ch£,asin i],aC, +sh£lasiii)jl«Ol =0 
c№2lßcosr)2lßA2 -sh£,ßcosf],ßß, -chfi,ßsin r)2ßC, +sh£,j8sinzj,ßD, =0 
Д'.'Ж + МЛ +П1?,С, +2Д?|'£,'?,О, -ßn'(£; -obA, -

-£,<;, ß. -t],q2C2 -2ß\2'e2r)2D2 =0
В уравнениях системы (13) приняты следующие обозначения 

ü)‘'l(x) = £]sli£r.vccsz),.v-/),dtfi.vsinr]1.r, 6p',,’(.r) = e,ch£,.vcosi7,.v-/7,sh£,Asinr]j.v, 

<U(i’(x)=£,sh£,.vsin?j,.v+0,cl։£,xoosO,A'. ü>'1'’(.i)=£]cli£,xsinz],.\ + Z7lsli£,xcosZ7x, 

p, =&;,’(Л+i+fi,2 -о֊)+д?Л(Л+|). <?. =Ж+(Л+1)[Л(Д'2,+|)+^1|-|].

Для существования нетривиального решения однородной системы (13) 
линейных алгебраических уравнений относительно коэффициентов 
А,. В,, С,, D необходимо, чтобы определитель этой системы равнялся 
нулю
А(Л, а. Д, £,,(],) =0 (14)

Если параметры анизотропии такие, что взамен (12) имеет место 
соотношение
z = ±ih[" (15)
то общее решение (10) будет иметь вид
/де,Л) = a, cos/>l՝"e + в, sin/>;"e+c, cosM"e + о, sinfe^e (16)

С помощью (16), удовлетворив граничным условиям (5)-(Ю. взамен 
(13) будем иметь следующую систему линейных однородных уравнений 
относительно восьми А(, В,, С,, D, коэффициентов: 
cosßf'oA, +sin/>l"’aß, +cosZ>l"«C, +sinß"’aDl =0

/^sinCaA, -fc,11’cosh,'"aß, +h;"sinM"aCl -M"cosW"aD, = 0 (

cosbi2'ßA2-sinb,2'ßB2 +cosb\''ßC2 +sinßl2’ßD, =0

h,'-’’ sin b'2'ßA2 +/<’)cosh,l’^ß, +//21sinM2')3C,-b'f'cosb^ßD, =0

А, + С, - A, - C, = 0

b["ß, +b?’D, -bi2’B2 -b™D2=0 
(О,,A, +<u,,C, -<ö,,A, - w,,C, = 0 
b,"’e/„ß, +^,,0,-b',2'ql2B2-b?q22D2=O
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где обозначено
й>։, =да’(Л+1)-о;'’+д'ГЛ(Л+1).

<■/., = д1;’лм + о + сл: + д՛," < л +1 - ь1՛՝2)

Для существования нетривиального решения (17) необходимо, чтобы 
определитель »той системы равнялся нули»
△(Л,а,/3,/>“’)=0 (18)

Из (2) п (9) следует, что если 0 < ИеЛ, < 1, то при приближении к 
краю поверхности соединения ( г —> 0) напряжения неограниченно воз 
растают, при атом порядок особенности равен |КеЛ֊Г А если КсД >1. 
напряжения убывают до нуля при приближении к вершине угла

Таким образом, исследование характера напряженного состояния в 
окрестности края поверхности соединения составного анизотропного те 
ла при плоской деформации приводится к отысканию корпя Л транс 
цеидентного уравнения (14) или (18) с наименьшей положительной 
действительной частью для фиксированных углов и механических 
характеристик соединяемых материалов.

Численные расчеты проведены для различных групи значений 
параметров анизотропии:
I. у»> = V“1 = 0,3: V՛," = V՛;’ = 0,2; V*1 = V՝2' = у'.„ = /в2’ = 0.25;

^'=^՛ =0.35
Е)" = £<" = Ю՝; Е,՛2’ = £՝2։ = 1610՝; (у = 16); = Е)” /2(1 + <՛).

II. е;" = Е'„" = 210’; Е,'2'= Е'2’= 10’; (у =1/2) фетальные 
параметры имеют такие же значения, как в 1). случае.
111. е;"=210’; е;2| = 10’: (у = 1/2); с;а՝ =£уд, + 1,ь> (^’-0.3 

изотропный случай)

IV. е;" = 10՝; Е^2’= 16-10’: (/=16); С'՛2 = ±

( У՝('= 0.3 изотропный случай)

V. Е,"’ = Е'„" =2-10’; Е,'2> = Е™ = 10՝; (у = 1/2);

С'" =0,4Л%'+у"’): ' как “ '■

VI. Е1'' = Е)2’ = 10՝ (у = 1 однородное тело).
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VII. Я}" = Я]21 = 10’ (у = 1 однородное тело), 

=.0’75£у^+у«>); <։'-какв1.

VIII. = 2-10՝; Е՛,'' = Я’2’ = 10’; (у = 1/2);
=^Е'/(\ + ^у ’ К11К 11 1

IX. Е;п = Е‘2’ = 10՝; Е\1} = Е1в2> = 2-10՝; (/ = 2);

=о,75 '/д ‘ как в ’•

Здесь/ = Е1՜'/Е('\ I = 1,2; / = г,6: к = г,0,?., а Е, С даны в МПа.

Во всех численных расчетах учтено замечание Фойгта на счет 
равенства Я“1 = Я^՛ [8]

Результаты численных расчетов приведены в табл. 1.
Можем построить кривые, которые при фиксированных значениях 

механических характеристик материалов, на плоскости ар. разделяют 
области конечных и бесконечных напряжений |13|. Предполагая, что 
вблизи границы области высокой концентрации напряжений нанмень 
1Ш1Й корень уравнения (18) действительный, поставим в нем Л = 1 и 
найдем наименьшие положительные значения углов а и р в записи 
мости от параметров анизотропии. Отметим, что предварительно 
освободились от трехкратного корпя Л = 1 этого уравнения. Для этого 
все элементы четвертой н восьмой столбцов разделили на Тогда 
элементы «|4 и определителя (18) превращаются в неопределен 
поста тина 0 0. Переходя к пределу при Л —> I (/։!"—>()) получим 
«и=а, аК=֊Р. Геометрические места найденных таким образом 

точек в плоскости аР образуют те предельные 
I

ет-Ух кривые, которые разделяют копиейграцпоп
пук։ область (выше кривых от областей мало

*" хЖ/Х напряженности (ниже кривых) (фиг.2). Для
а. точек этих кривых численным анализом про

® Ух'Х. веряем обоснованность вышеупомянутого
п предположения [3|. При обнаружении комп 

лексных корней в (18) полагаем КеЛ = 1
֊—•--- -—Д* ,*■ Из графиков и таблицы видно, что зона мало
•о л> по но 1 1

напряженности может увеличиваться пли 
фиг 2 уменьшаться в зависимости от характеристик

анизотропии.
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a + p = п Таблица I

а* Л
1 11 III IV V

10 1,166 0.94 0.913 1.1 16 0,82

20 1,34 0.91 0.882 1.26 0.79

30 1,57 0,91 0,733 1.12 0.80

40 1,33 0.95 0,921 1.30 0.82

50 1.11« 1,01 0,968 1.10 0.86

60 0.97 1,06 0,846 0.98 0.89

70 0,8« 1,06 1,018 0.86 0.90

«0 0,81 1,02 0.992 0,80 0.88

90 0.78 1,00 0,964 0.77 0,86

100 0.77 0.97 0,94 0.76 0.85

ПО 0.79 0.98 0,95 0.77 0,86

120 0,86 1,01 0,986 0.84 0.88

130 0.95+0.11 1.06 1,01 0,93+0.081 0,92

140 0,86 1.13 1,09 0.83 0,97

150 0,75 1.17 1,129 0.73 0,991

160 0,68 1,15 1.1 0.66 0.97

170 0.66 ио 1,05 0.64 0.93
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