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Hasnniun D..I.. Bagdasarian G.E.
Mrv- ; *• instate ferromagnetic layer with semi-infinite crake in liomngcncmK mtwnrtir field

' -!_' .ется задача о нахождении напряженно деформированного состояния 
однородно: г. мапштомягкого слоя с трещиной, находящегося в постоянном поперечном 
магнитном иоле. Определены основные характеристики напряженно-деформированного 
сос 1ияння и индуцированного магнитного ноля, исследованы их особенности около 
трещины

1. Постановка задачи. Пусть в магнитоуиругом ферромагнитном 
слое толщиной 211 имеется прямолинейная иолубесконечная туннельная 
трещина, берега которой свободны от внешних механических нагрузок. 
Прямоугольная система декартовых координат выбрана гак. что попе 
речное сечение трещины находится в плоскости ХОУ и занимает гон 
кую область И* = {х > 0. у = 0, |’| < «>} около отрезка (0, <») коорди 

натной осн ОХ. Слой, материал которого является изотропным, одно 
родным и магнитомягким, занимает область £2 = {Ы<«>; Н<°°}

и помещен в постоянное магнитное поле #о(0, 5о,0)(фиг. П. Внешняя 
по отношению к слою среда = {|у| > 1г, |х| < о®; |?.| < является на 

куумом.
Вследствие того, что магнитная проницаемость материала слоя 

отлична от единицы (р, » I). па берегах трещины компоненты 
тензора магпитоуиругих напряжений терпят разрыв. Этим разрывом 
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обусловлено появление магнитного давления . действующего на

Под действием нагрузки 

Рп и объемных сил магнит 
ного происхождения, появ 
дающихся вследствие де 
формации тела, в слое ус­
танавливается невозмущен 
ное плоское напряженно 
деформ 11 рован нос состоя 

ние. Используя результаты работы (11 н предполагая, что все искомые 
величины не зависят от пространственной координаты г и времени I . 
получим следующие линейные уравнения и граничные условия, опре 
делающие магнитоунругне характеристики возмущенного состояния: 
уравнения магнитоупругости во внутрсней области слоя (х. у) 6 Ф

I 2 уВ
Д(7 +------- (I/,,+(/,,),+г^Ф„, = 0, 0 = 1,2), ДФ = 0, (1.1)■ I _ 2у — рр

уравнения магнитостатики при (.г,у) ей ий*

ДФ"’ = 0
Граничные условия па плоскостях у = +Л, |.т| < »

(1.2)

(/|(л-,±Л) = 0(л), и,(л-,±/1) = е,(л) (1.3)
Ф,';’(л-,±/^=р,Ф,,(л-.±Л) (1.4)

В у
Ф,!е (.г, ± Л) = Ф„ (л, + /|) - , (А-. ± Л)

До Д, ■
(1.5)

Граничные условия на плоскости у = 0 

и, ,(х.0) = 0, Ф,, (х,0) = 0 при л<0 (1.6)

(х.0) + (х, 0) + Ф,, (х,0) = 0 при
вц,

|л-| < ОО (1.7)

В. у
Ф,, (л-,0) = —֊(/,,(л',0) при

До Д,
л>0 (1.8)

/„(л՛, 0) + /"(.г. 0) = (л՜, 0) при л՛ > 0 (1.9)

Условия па бесконечности
Ф'^^л-.у) —> 0 при л2 + у2 ~ (1.10)
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В (1.1) (1.10) приняты следующие обозначения
и, (л՝,у) (/=1.2) компоненты вектора упругих перемещений: Ф'"
Ф потенциалы индуцированного магнитного поля, соответственно 

д2 д-
вакууме и в среде; Д = —г + ^—г - двумерный оператор Лапласа; Л 

ах՜ ду՜

и

// - постоянные Лям»; V коэффициент Пуассона; £ = Дг — 1 - магнит 
пая восприимчивость среды; абсолюспая магнитная постоянная

г,, = + ДоХ( + ноА) <1 ■ > 1 >

=во,л,. + во,л,-5„р„Но1л։ <112)

^ = Ч^.< +д«Л,+<Л,) (113)
/7 = Чгас1Ф. Йм =<|гас1Ф՛'’, В„ = р„р,Я„, В'„г' = ЦвН^ (1.14) 
&(-՝) (/ = 1,2) заданные значения упругих перемещений границ 
у = ±Л. Заметим, что плоскость у = 0 является плоскостью 

симметрии, т. е.
С/2(х,у) = -С/,(х,-у), и,(х,у) = С/,(х,-у)
Ф(л՛,у) - -Ф(.г,֊у), Ф‘'’(л-.у) = -Ф‘г'(-т,-у)

(1.15)

Но этой причине задачу будем решать в областях
И, = {-// < у < 0; |х| < оо} и Г2<֊| = {-©©<?< -Л; |л-| < ©о}.

2. Интегральное уравнение задачи. Решение задачи (1. !)■( 1.2) с 
учетом условия на бесконечности (1.10) представим в виде:
в области О։:

। । А, (а) ..А, («) + (|а|у ֊ 3 + 4у)—+ у,А,(а) е՜1“1

, । А,(а)+ А4(д) + (|«|.у + 3-4у)- + у, А„(а) е1“1’ (2.1)

и2 (х, у) = ֊/ ] {[А, (а) + уА, (а)]еЧв|' + [а4 (а) + уА,(а)]еИг

Ф(х,у) = — |[А,(а)е՜1՞1' + А^ак1"1' ]е"“'г/а, 

Ро —
где

У, =
2(1 -2У)/ВП- 

РоРР,
в области :
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Ф,г'(л՛. у) = — [А,(а)е|"''е>’,а'</а. (2.2)

Учитывая условия симметрии (1.15), можно написать решение 
задачи (1.1)-(1.2) в областях £2/£2, н £2Г/£2Н. Функции 
А, (а) (» = 1,7). входящее в (2.1) и (2.2). определяются из граничных 
условий (1.3)-(1.9). Из (1.11)-(|.И), с учетом (2.1)-(2.2). 
магпитоупругпе напряжения и максвеловские напряжения I՛' можно

представить в виде

= |(-1аи 2А,(а) + (2|а|у-4+4г)— + у,А,(а) е1՞1՝

. , А,(а)
+ 2А4(а) + (2|а|у+4-4у)-^[— + у,А„(а) е1"1՝ <1а. (2.3)

М-у.у) ||аН -2А,(«) + (-2|а|.у + 2 - 4у) (“) - у, А,(а) х

д (сх)
2 А, (а) + (2|а|у + 2 - 4у) ■■ у,А։,(а) е1“1՛ к ""с1а;

= А. [(-։а)[А,(а)е՜1“1-՝ + Ада)?1"1՝ Ъ<г/сг
Р 1 ՝

!^У) = (2Р- -1)^. + (2^ ֊ 'X ?|фА,(а)е-'“Ь + А,.(а)<-|,'|']х

хе-'п,аа (2.4)
где

/й,; _ (3-4у)/В,?
/о я„да;՛ у-

Аналогичным образом можно привести выражение для /и(.г. у) 

и 1,4 (х. у).
Перейдем к определению неизвестных функций А,(а) (I = 1.7) 

путем удовлетворения граничных условий. Для этой цели введем 
следующие обозначения:

(/,.|(.у,0) = 7(.т) =
Ф(.г)
О

п ри
II ри

х > О
х <0

(2.5)
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Ф,,(а.О) = й(а) =
V(v) 
о

и ри х> О 
п ри х< О

(2.6)

Используя граничные условия (1.6), легко показать. что 
функции <р(х) н 1//(л ) удовлетворяют условиям

ф(-А') = -<р(х); у/(֊х) = -у/(х) (2.7)
Подставляя (2.1) и (2.3) в граничные условия (|.3)(1.7). и 

учитывая (2.5) (2.6). приходим к следующей системе линейных 
алгебраических уравнений:
Аг = Ф (2.8)
Эти уравнения позволяют выразить неизвестные функции Л, (а) через 
новые неизвестные функции ф(л՜) и 1//(а).

Матрица А векторы х и Ф. входящие в (2.8). имеют аид:
ф«"1 (-/iH֊3+4v)< «м КЗ у/м _|а|в-4»1 l/W-J+^le-"1"1 у е ՜^1' 0

ale«"1 -аде"1"1 0 Не֊*’1 -аде-^ 0 0

0 0 р.14'*'1 0 0 -РгНе՜*՛1 н< -ФИ

л = 0 0 Не«"1 0 (1 Не՝'՛1՞1 -н<--ф,|

-8(1—v 2Да| ад 8(l-v) 2Да| О

ад 0 0 ад 0 0 0

0 0 2Н ад 0 0 0

Л, (а) ф,

X =
А(а)

; Ф =
Ф,

; Д = «<> ад,<|-
ДиД

v)-3 + 4v

Дг

Д,(«) Ф,
Ф4=-ХЫ

Рг О'
Ф, = 2, (а); Ф, =

_|а
ai•2, (а); Ф,(а) = 0;

Ф, =0; Ф„ = - — —
ai 2л ,

ф = f Г(.т)е”‘<&
ai 27Г *

I ™2,(а)=—J2,(x)e'“'c/x (/ = 1,2)
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Предполагая, что del А ^0. из (2.8) найдем

А (а) = 1Л (“)$<(«) O'=L7) (2.9)
•Ml

где ft,, элементы обратной матрицы к Л .

Таким образом, все неизвестные А, (ОТ) (/ = 1,7) выражены 
через две функции zp(.v) и 1//(л), которые должны определяться из 
граничных условий (1.8) (1.9). Подставляя (2.9) в граничные условия 
(1.8) (1.9). с учетом (2.4), получим следующую систему уравнений 
относительно <р(л) и Ч'(х):

IЛ = е„-֊-[ 2,0)э, (I-X)cli-
2к J

I ""
------f 2,(z) 3. (z-x)dt s <7(.v). Л- > 0

2тт J
(2.10)

у/(х) = — <р(л)

где

э, (s) = J 3, (a)e"l'da (i = 1, 2)

_ 4(1-2v)shz-4zchz
Э| (,) ֊ 2z-(3-4v)sh2z

|z| ft,; 1-4z$hZ + (7-I5v)chz3, (Z) = L2-2- +----------------------------------
■ zzchz z 2z-(3-4v)sh2z

= —— f Я —— + |iha + K(a)U‘"'c/a 
2mIK l-v ) j

(ft- -l)[(3-4v)sl>2a+2esh-’a]-2(2ft- +I)a’sli2a-8(l-v);sh2a^ 

sh2fl( -2a+(3 - 4v)sh2«|
При получении (2.10)-(2.12) было предположено, что р,-1=/),. 
поскольку для основных ферромагнитных материалов [2] значение р, 

меняется в пределах 10՜ + 10 .
Таким образом, задача свелась к решению 1Н1тегралыюго 

уравнения (2.10) при условии (2.7).



Зная функции <р(х) и 1//(.г), из (2.9) можно определить Л, (а),
с помощью которых по формулам (2.1) (2.3) 
магнитоупругие перемещения (/,(х, у) (/=1,2) 
напряжения Г,7(х,у) (/,_/’= 1,2). В частности, для 

у = 0 будем иметь

= /0 +1 / С(а)е'"'с1а

восста ։ । а вл ива ю гея 
и магнптоупругне 
/22(х,.у) па линии

(2.13)

где
С(я) = -4ё,(а)[|а|*||(а)-(1 - 2у)М«)]՜

֊2: (а) 4/яЬ,,(я) + 2)'|/я/>,,(я) + 4(1 -2у)—/>„(я) 
ой "

(2.14)

К.(Г) = —-[ЕАа)&тоайа, Ц(а) = —^- + Л3я).
1-у

3. Замкнутое решение задачи. Как видно из предыдущего пункта, 
определение напряженно-деформированного состояния магнитоупругого
слоя сводится к решению интегрального уравнения с разностным ядром
(2.10), а коэффициент интенсивности магнитоупругого напряжения
можно определить из

= Пт (-.г)
| Ги(х,О)՜ 

И
(3.1)

Теория и методы решения интегральных уравнении тина (2.10)
изложены в (3,4|. Поступая аналогичным образом, как 
решение уравнения (2.10) можно представить в виде
- <7?о ।

4>^а'>՜ 2£(0)я£.(Я)’

и в [3,4],

(3.2)

где

<р,(я) =(3.3) 
о

ЬДя) = +' £.Дя), Л.(я) = >1а-1 Ь._(а), (3.4)

, , , (, 1 71пД.(я) ,,1 , . , я£(я) сч
£,։(я) = ехр^±— —-------^~(я) = —, (3.5)

[ 2®1 ?-« ] 0„7я; +1

£(я) = 0оФя + £(я), 0о=дХ֊у-^. (3.6)

18



Воспользовавшись асимптотическими свойствами преобразования Фурье 
(3|. найдем, что
Гг,(х,О) ____ I Ь; л/|-2у (

Р 2 7|-(1-у)дХ ' при ,т —> О (3.7)

Коэффициент Интенсивности магиптоупругих напряжений К'" из (3.1)
примет вид 
коо=___ I I’֊

Отметим, что ключевым моментом решения задачи для 
полубссконсчной трещины являются факторизация функции (3.6). 
Однако, если в общем случае ядра Кп(1) использовать интегральную 
формулу (3.5), то практически нахождение численных решений часто 
оказывается весьма затруднительным. Поэтому па практике пользуются 
также методом приближенной факторизации Контера [3 5).

Идея этого метода состоит в следующем. Функция £(«) 

заменяется приближенно равной ей Ь(а) (численные значения этих 
функций на некоторой прямой 1т„=с, -~<Кеа<«> приближенно 
равны), которая легко факторизуется. Важно отметить, что нет 

необходимости в том. чтобы Д(а) и £(а) вели себя одинаковым 
образом в комплексной плоскости а . В [5] доказано, что если Д(а) и 

£(а) приближенно равны на некоторой линии, то оканчательныс 
решения будут тоже приближенно равны.

В качестве Ца) возьмем следующую функцию:

Ца) = Ца) =

£,(а) = Д,(а) =

(3.9)

где
1 2(1-V) 

в0 = Нт Ца) = 0„; «, = Нта£(а) = ———г֊СГ-И1 | — /V

1 2(1-г);
Ь„ = Пт £, (а) = ; Ь, = ИтаЦ (а) = |_2֊֊.

Решением уравнения (2.10), с учетом (3.9) будет

(3.10)
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Ч>Ла) = в'(а)------'------ ; (3.11)
ЦО)Ь(а) 2а

где 
а„^а + 1а. - ,---------

7.Ла) =-----—------ : 7,-(а) = при а,>0, (3.12)

- аоу1а-։а1 ■ ------ —
Ь+(а) =-----—-------; £. (а) = у/а + («, при «,>().

Коэффициент интенсивности магпптоупругпх напряжений (3.1). с 
учетом (3.9) и (2.13) запишется в виде
- (И)
Кы=С (3.13)
г. с. (3.13) и (3.8) в точности совпадают. 

Отметим, что аналогичные задачидля магиитоупругого слоя 
решены в [6,7]
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