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Տրված սկզբնական պայմաններով տատանումների ղեպթում ճկուն ուղղանկյուն սալի 
ամրությունը և կոշտությունը

Տրված սկզբնական պայմաններով տատանումների դեպքում քննարկվում են ճկուն սալի 
ամրության և կոշտության պայմաններից սկզբնական գրգռումների մեծագույն արժեքի որոշման 
խնդիրները:

Դիտարկվում են դեպքեր, երբ սալը պատրաստված է իզոտրոպ և օրտոտրոպ նյութերից,

E.V. Bclllbckiiin, V.Ts.Gnuni, S.E. Mnrkuriiin

The Strength und Rigidness ofn Flexible Rccinngulnr Piute in Cnse of Oscilhitinn 
with given Inltlnl Conditions

Стопятся .тличп определения inui6o;it>tiicro значения начального возмущения гибкой 
пли Тинки ii.i условий прочности н жесткости при колебаниях с .i.uainibiMii начальными 
условиями. Рассматриваются случаи, когда пластинк.1 наготоплспо и i иютропного и 
oprnrpotiitoro материалов

Рассматрниаются колебания шарнирно опертой по контуру гибкой 
прямоугольной пластинки размерами «, h. h при заданных начальных

условиях.
Пластинка принимается отнесенной к прямоугольной системе 

координат Олу; гак, что координатная плоскость ?=() совпадает со 

срединной плоскостью пластинки, ось О.т направлена по стороне а, 
ось Оу по стороне b пластинки.

Ставятся задачи определения наибольшего значения начального поз 
мущення (прогиба или скорости) пластинки: а) из условия прочности 
пластинки, б) из условия жесткости пластинки с последующей 
проверкой условия прочности.
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= О ( I )

Рассматриваются случаи пластинки из изотропно! о и ортотропного 
материала, нолученного путем поочерслпои укладки монослоев 
ортотропного композиционного материала (КМ) но толщине пластинки 
иод углами ±<р к оси О V Во втором случае появляется возможность 

нахождения оптимального по углу (р проекта пластинки

I В стучав изотропного матери.ыа cncicMa дпфференцпатьных 
уравнении гибкой и част инки имеет вид | I |

<?’и’ <?’и <9'0<9’1г , <?’։г
<?у- дхг Зхдудхду дх: ду' ' дг

I 4 ■ <?:и г?‘и- [ <?'и-
Eh '' дх' дх:

где те(л.т.т) функция прогибов пластинки. ф(.г.у./)- функция усилии, 

р плотность материала, I время. D = Eh ‘ / I2( I - V՜ ) нагибная 

жестокость. Е модуль Юнга. V коэффициент Пуассона.
Начальные условия для простоты выкладок принимаются в виде

. .. ЛХ Ат I л . ™ /ОТЧ=о=° = с Sl" — s"՝ —• v =£<■*'»—«"'7՜a h r)i |,с|| <i h

где С и /С соответственно, максимальные значения начальных 

прогиба и скорости.
Функции прогибов И' II усилии 0. удовлетворяющие условиям

шарнирного опирания пластинки, принимаются и виде 
лд ÆV ЛИ՜ гп

։г = I (T)sin— .мп — . <!> = т(/)ми — siu — 
« b ч h

(3)

Подставляя выражения Ci) в уравнение (I). тсловия (2) и применяя 
процедуру Бубнова Галсркина к системе (1). получаются уравнения для 
определения функций /’(г) и Ч/(/).

/"(г) + <и7(')+//'(/) = О

Ф(0 = -
16 Eirb'h
~ п\а2 +!>■')■ 1,1

С начальными условиями

(4)

(5)

(6)
где

2 _ Рл\(Г +Ь2)2 _ 512/?
р1и։лЬл ' Чр(а՜ +Ь'")՜

W первая (наименьшая) частота собственных колебаши) иластипкн
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Уравнение (й) подстановкой /'(/) = У и = сучен»!

условий (6) Приводится к виду :
/ '(П = -Jx2C2 + а>2С2+Je4 (8)

Решение этого уравнения с использованием :•» 1лппгпческих 
интегралов представляется в виде |2|
z = ±^|(F(A-.a)֊f(*.a„)) (9)

где
г <1а л

F(k.a)=\ I ----------֊. (о<а<֊).
VI - А ■’siir а 2

, , у . С
Ct = ' ՛,'С • а'< = aiccos— .

/ (/) = <5, <На (10)
При заданных шачениях iiapaMeipou С, / п времени /из уравне 

ним (9). с помощью i.io.iiiii .։ Lilinгпчсскпх интегралов |3|, можно 
определии> параметр Г/, а из (10) значение /՛(/). Соответствующие 

значения и и 0 онредевнея из (5) н (3).

Расс *мл грпвас•.։ я Задача определения допустимого из условия 
прочнист шаченпя максимального начального возмущения (С пли 

/С)
S', inane прочности пластинки принимается в виде

где [ст] допускаемое напряжение материала пластинки . О',. О’, глав 

ныс напряжения, определяемые но известным формулам через 
напряжения по главным геометрическим направлениям пластинки 

СТ,։. (Ти , СГ։։ , которые, в свою очередь, определяются по форму.чам 

обощепного закона Гука через деформации

I д'ф V г)՝՝ф

Eh Эу' Eh дх2 дх՜
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V д2ф I д'ф _<?■’։։• _ 2(1 + ։') д2ф
ЕЙ ду 2 ЕЙ Эх2 ду2 " ЕЙ дхду “ ЛЛ 

Наибольшее значение допустимого максиматьпого начального аозму 
щения (С пли /С ) определяется из ус.ютш

гпах П(О՜,) = 1 (12)
М.уз

Очевидно, что наибольшее по времени значение ) будет 

достигнуто в то время, когда прогибы прпму | наибольшее значение. 1 е. 
при условии
^ = 0 (13)

&
откуда, с учетом (8), определяется наибольшее значение амплитуды 
колебании

(И)
' У к У У ) )

Таким образом, становится возможным определение /щ։։х(/) без 

обращения к решению (8), связанному с определенными сложностями 
вычислительного характера.

Используя (14), из условия (12) при заданном значении / 

определятся допустимое значение максимального начального 
возмущения. Задача определения допустимого из условия жесткости

И’ < и-։’
значения максимального начального возмущения сводится к решению 
уравнения

шах/(/) = 1е՛ (15)
е

где и՛’ заданная величина и редел ьп ого прогиба.
Здесь очевидно, что 

(а Ь А
шах щ(л\у,г) = и՛! — , — , / I = / (г)

Из уравнения (15), с использованием (14), получается выражение 
для определения допустимого значения максимального начального
возмущения

Здесь необходимо также произвести проверку выполнения условия
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прочное i и пластинки (II)
Произведены числовые расчеты для материала пластинки со 

с 1сду1<лцими характерце гиками
г 1 т<т = 0.4 10-------- г, v = 0.3

I - V
В табл I приведены допустимые из условия прочности приведенные 

значения максимального начального возмущения С = С / // или 
/С(/ = %(12ра4 /(I - г*)1гя4ЕУ2) при /=0.1,с>о для h = h/b- 

= 0.02 и различных значении отношения сторон пластинки alb.
Здесь / =0 соответствует ок уп твшо начальной скорости (/С = 0). 

а формально принятое / — C<J соответствует отсутствию начального 

прогиба (С = 0).

Таблица I

X =1’ z = i X =“

alb с хС
0.5 11.53 0.41 0,67

1 1.17 1.09 2.65
1.5 1.66 1,62 6.39
2 1.94 1.92 11.10

В табл.2 приведены допустимые из условия жесткости приведенные 
значения максимального начального возмущения С или /С при 

/ = I, оэ, различных значениях приведенного предельного прогиба 

и7՜ = »с//?. для // =0.01 и различных значений а /Ь
Случай /=0, т. с отсутствие начальной скорости, нс рассмотрен, 

гак как при этом значение начального прогиба и жданного предельного 
прогиба совпадают.

Для полученных результатов проведен.։ проверка выполнения 
условия прочности Приведенные в габл. 2 значения, соответствующие 
нарушению условия прочности, взяты в скобки

Таблица 2

с<7 = 1) /С(/=~)

alb И' ՛

1 2 3 4 1 1 2 з 1 4
0.5 0.80 (1,68) (2.65) (3.67) 1,30 (2.89) (4,94) (7.59)

1 0,92 1.91 2,92 (3.93) 2.19 5,36 10.0 (16.3)
1.5 0,96 1,96 2,96 3,97 3.48 8,17 14.8 23,7
2 0.98 1,98 2,97 3,98 5,20 11,50 19.8 30.4
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Как видно из табл 2. некоторые »качения допустимых из условия 
жесткости максимальных начальных возмущении не приемлемы, так՜ 
как не уловлен норию। утопиям прочности пластинки

2. Рассматривается случаи ортотропной пластинки когда она 
изготовлена и;։ монослосв КМ. уложенных под углом ±<р к осп Од՜ 

пластинки
Ставится задача он । амильного выбора угла укладки (р монослосв

КМ. обеспечивающего наибольшее допустимое пл условия прочности
максимальное начальное возмущение пластинки при ее колебаниях.

Начальные условия принимаются в виде (2)
Выбирая функции прогибов и усилий в виде (3) и подставляя их в

систему дифференциальных уравнении гибком ортотропной пластинки 
М1

д' IV <?4тг
—;֊т Т £>;.֊֊
дх ду ду

д'и д'՜ф . <9’11' д:ф д'ыд'ф , <9 'и ’
—;---- ֊ + 2------------ -----г֊;----г + рй—т- =<>
дх՜ ду՜ дхду дхду ду՜ дх՜ дг

д4ф
«и д-Г + (««.- 2«,’)

д4ф д4ф <2:»е д'ы

дх'ду՜ " ду4 дх՛ ду

с)2 И’ 

дхду
= 0

и начальные условия (2) и применяя процедуру Бубнова-Галеркитта к 
системе (12), для определения функции ./ (/) получается уравнение (1)

с начальными условиями (6), а для функции Ф(Г) выражение

Ш = ֊^֊-------------- --------------------
3 п Ь а а

«и +(««. -2«1’)^Т + а:’

Уравнениям (4). (17) и (18) соответствуют обозначения 

О„=В,։Л'/12, СЛ=ВЛЬ, ал=СлКСиС,,-Сп}՜

, тс4 ( , \а! «Д

(18)

(19)

512_____________ 1____________
%4р/| а'՜ а*

«и +("бб-2"|2)р- + «22^4՜

В։1 - характеристики упругости монослоя КМ но главным

геометрическим направлениям пластинки, которые выражаются через 
характеристики упругости КМ по ее главным <|м1;шческим направлениям 
В" ио известным формулам поворота | '11.
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Условие прочности принимается в виде |5|

I ДС (J t . О՜,;,. Г,(| llpOMIIOCIIIhir X.ipillCK-pilCIIIKII КМ

11.|||ряж(11пя <7,. <т,,, (7,. по г i.ibiium фи шчссцпм наврав,к-пиям 

пластинки определяются но форму дам
<т„ = /<՛.<■„ + ф«,,. <т,. = /?;;<•„ + лда. = 

где е։1. е:1. с,, деформации ила։ тпикп но гем ла՛ направлениям, 

выражаемые через деформации ск. г. . еп по главным 

ГС(»МС1!ЭПЧССКПМ нлнрав 'leillBlM. которые определяю՛) ся по форму в։м 
д'ф д՝0 д'\\

е — г/ > ։ . . — а ।> . , — ч .. •
<A՛ дх д\

д'ф () Ф д' »г
С" =="'/,2^7'Н/" л՜՜7 zp՜ 

л <2՜II 
rtw' ЛЛ - дхЛ-

Наибольшее значение допухтпмого мак« нмаявного начально»о 
возмущения ((' пли/С) в ьпшгпмоегп oi vr :а ф шре.вляется па 

ус ювпя 

тахП(ад)= 1 (21)

Как и в случае изотропной пластики, папбтыпее по времени 
значение П(ал..) бу;ц i достпгную при максимальном значении 

амплитуды колебапп։։ тах/’(/). которое определяется по форме ie

(14). Соответственно но формулам (18) и (3) определятся ф\нкцин 
прогибов щ и усилий ф

Далее, из условия (21) определится аначеппе максимального 
возмущения С в зависимости от параметра ср. 11апбо ibiiiee но (р 

значение С будет соответствовать онтпмалыюму проекту пластинки
»Задача определения оптимального угла укладки (р. обеспечивающего 

напболынес допустимое из ус.։овпя жесткости макспма1Ы1ое и.на паю։ 
возмущение пласт инки, своди тся к нахождению тах (' . где՛ для С 
как и в случае изотропной пластинки, получается выражение ( 16).

Для полученного папболыпего значения начального максимального 
возмущения производится проверка условия прочности (20).

Числовые расчеты произведены для КМ СВАМ 5 I со следующими 
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характеристиками :
в;՛. = о.б2в;;. в;՛, = о. 12 в;;. в,՛;, = о. i бв;;
<Т„, = 1.89-10-/<,. (Т„. =0.77 10Т„„=0.5 10՝ В"

В табл 3 приведены допустимые из условия прочности наибольшие 
приведенные значения максимального и.шального возмущения 
C = C/h inn = Х0-Р“4/л-'О’)''■) при Z=0-l.“ Для 

It = It I b = 0.02 и p.i.i.’iii'iniiix зпаченпп n / b
U табл 4 приведены допустимые из условия жесгкостп наибольшие 

приведенные значений С или /С и соответствующие yi ни <р при 

/ = !.“. различных значениях приведенного предельно!о прогиба 

iv" = iv' /h для h =0.01 в различных значений alb

Таблица 3

а/Ь Z=<> z = i Z =«

С <Р՝‘ С <р" ХС Ч>"

0.5 1,80 0 1,11 0 2.18 0
1 3,29 0,90 3.15 0 90 9,05 45
2 5.13 90 5.10 90 38.8 30

Таблица 1

Z а/Ь 5v‘ = 1 iv‘ = 2 (г՛ =3 и՛՛ = 4

С <Г С <Р° С <Р' с (Р

1 0.5 0.76 20 1.60 25 2.55 60 3.57 60
1 1 0.90 45 1.89 45 2.91 45 3,92 45
1 2 0.98 70 1.97 60 2.97 30 3.97 30

Z хс <Р° ХС <р° хс <р° ХС (р °

ОО 0.5 1.15 15 2,50 25 4.21 30 6.53 60
ОО 1 1.98 45 4.90 45 9.22 4.5 15.1 45
ОО 2 4,61 75 10.0 65 16.8 60 26.1 30 .

Как показывают расчеты, при ограничении на прочность значения 
начальных возмущений, приведенные в табл. 3 для оптимальных 
проектов пластинки, оказывается существенно больше (от 7% до 40%) 
ио сравнению с невыгодными проектами. В случае ограничения на 
жесткость влияние угла ср на величину начальных возмущений 

(таблица 4) оказывается несущественной (до 5"»).
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Следует отметить, что нее результаты, прицеленные в табл. 4, 
удовлетворяют усложни прочности пластинки.
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