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A. G. Bagdocv, A. A. Vuntslnn. В. К. Kluichntrian, 1.. A. Khachatrian

The penetration of rigid indentor into anisotropic medium on hypothesis of normal cross sections

11.» основе гипотезы нормальных сечсннн чпеленно решена динамическая задача 
проникания твердого тела в анизотропную среде Изучено понедениг напряжений как в 
илагт11ческо|'| области, гак и на теле п зависимости от свойств анизотропии среды.

Задачи проникания твердых инденторов к изотропную среду в 
предположении, что имеет место идеально-пластическое течение вблизи 
индентора, сопрягающееся с линейно упругим решением, и при допуще
ния о применимости гипотезы плоских сечении, рассмотрены в [1-5].

Аналогичная ио математической постановке задача о взрыве в среде с 
цилиндрической и сферической симметриями рассмотрена в [5-7]. При 
тех же предположениях задача проникания узкого индентора в 
анизотропную среду рассмотрена в работе |8] Показано, что [9] при 
наличии трансверсальной изотропии, для которой предел текучести для 
плоскости изотропии вдвое больше осевого, имеет место резкое возра
стание напряжений на инденторе. Этот результат проверен эксперемсп- 
тально [9].

В настоящей статье рассматривается задача проникания не слишком 
тонкого индентора в форме конуса, переходящего в цилиндр, в 
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анизотропную среду. Как и в 110. II] сделано предположение, подтвер 
жданное экспериментально в (I, 9], о том. что скорости частиц вблизи 
от индентора направлены но его нормали.

В цилиндрических координатах ось ох выбрана по направлению 
проникания индентора, ось or по радиусу, тогда, записав связь 
компонент тензора скоростей деформации и напряжений в пластической 
области, а также условие текучее ти Мизеса, для девиаторов 
напряжений можно найти |8|

, ё + С) + ё + Н) 
аа

__ £й0(^~О + £,((Г-Ь2Н) (I)
аа

а = 3(га + гс + ОТ) 
а а

Используя условие Мизеса и (I). для множителя а имеем

</՜ =—+ О + +—7[Ё^(3/? + 2б) + £и(Г + Н)] +
а՜ а՜ (2)

9ГГ. . „р 2+ ֊?М' + £1Л +—£/,
а М

Как и в 11-5]. удовлетворяются уравнения движения в радиальном на
правлении, в то время, как для определения касательной индентору 
компонент скорости частиц, можно использовать уравнение движения в 
осевом направлении, причем для <7П с помощью соотношения 
О՜,, = (Уп + сг'։ - 0՜'. и (1) можно записать

ЗЕ^-З/'-ЗН-^֊

а,, = сг„ +------ --------------------— (3)
аа

С учетом равенства
, 3F(2£w +£„)

аа
(4)

и условий v, = yv,, у = ig/J. где ft полуугол и вершине конуса

уравнения радиального движения примет вид 
да,, 3F(2f ) I <?£,,
дг аа, аМ Эх

(5)
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где уравнение конической части индентора i\ = -л), f(t) есть
глубина проникания, р - плотность среды.
Учитывая соотношения |<8|

£т =j-^A + ֊W. г,, =-4֊('- + /'֊л-).Л (6)
г լ г г I г՝

и интегрируя уравнение (5). можно получить
(Դր. а А I . 2а։’г+«2 I—;---------------Ծ" Ղ 7օ,'՜+Պ ՜

JU; ՚ Ar(h (7)

2yla^^<i,r՜ + «,ր + а, 2'՜

+ -pö2 Y ք'2 ( ք ֊ Л) + р8[г2 +,(/֊ .¥)./■'Փոր +•■ pöy J "ր + — ՚ր֊ 
ր Լ յ cos* ß

где с(л',/) определяется из условий равенства нормальных компонент 
перемещений и напряжений на поверхности г=гА^։. определяемая из 
условия Мизеса. В (7) введены следующие обозначения

, , , , „ , 2а2
а} = 9НС‘у" + С{2Р + 26 — /7)՜/՜ + 9/7(6 — /7)՜/՜ +~^՜ = а\

а2 = 9/76( Р + Оу(/ ֊ л) + С(ЗГ + 2С)(2Р + 2С- Н)у(/ - х) +

+ 9ГС(С - //)/(./ - V) + ~^и՛ ~ Л՜) = «!£. = (/ - .г)м
, , , 2аг1

'I, = 9Я(Г + О՜ +6(ЗГ + 2(?)2 +9ГС- +—— (/-Л-) =«;^-

Распространяя гипотезу нормальных сечепин также на упругую об 
ласть. с учетом закона Гука для напряжений, в упругой области можно
записать

= «1
,, (/֊А՛)2

2г՝-
Ä3. XО + <1., ------ ;--- О

2г-

w а\
f-y.. Մ-уУ 

г Г 2г
Sa.ծ + «„----- ;—О

2г-

<7,, = Л,
ք-Уу (f-y? Su. (/-•՝> Տ

О + (Ц,------ :—ծ

ք - V տ( f-y Л
Պ, =«55-------- ՜-Տ ր-----

ր \ 2ր J
(8)
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Используя непрерывность нормальных компонент напряжений при 
г — и с учетом
<у„„ = ст„ ят2(лг) + <т,։ сох2(лг) + 2<т, сох(/1г)хнКш')
для определения постоянной интегрирования можно получить
сот ношение

./--У + У;^ Ц'-х + гЛо')2
5(аи соь՜ р + Х1п՜ Д) +

+(/ Л' + У^о)-г(«,.. ХЙГ Р + соя- Р) +

.г'ТЧ-'ТТМ*»
а А I 2</.г.ц0+б/, / ~ ~

= 3^/_Т7 П=';п-----77=—~ + УаЛ ?<> + «Л‘=п + «>
V М) ^а, 2^«,

(9)

-6Р(/ - л ) Д-АпЬ 
у/а1

2а,+а.г£„ ! р37':(/Ч):
27к7"|<^0 +«:';ъо +«|

рг2г
'1^0

+ р<5[/': + (/ - л-)/"]Гпг^„ + +р8у ) "г£„ + с(л-.г)

Подставляя значение с(л,г) из (9) в (7) на инденторе для <7. с учетом
того, что 1\ =у(Р - .г). после группировки потучастся значение

О„ = А,/'2(/) + А,^"(/) + А։ (10)
где введены следующий обозначения: 

Гз(^-1). ад,-1) ’
А, =֊р4|п.;„ + у2(5„֊||].

А, = ГзЯ/-—1-Х=1п 2а'')' + а' + 2^^!'^՝ +

2«|'уъ..++2т/<7а^о+^о+«:

б/7 2а'у+а'2у 2«; + «:^иуАпЬ — . — — - Ап И . ՛, т - "■■ — —
2Тк7'к: + а2՝/ + "з 2т/"> 7я|'^о)'՜ + а^оУ + а>

+ —+ у - ,к 2<<>: 3(а„сО5: р + Р)+ х
“Ьо/

х(а,,$т3 р + «,; сох2 Д) + и„ 1 + 7 у - 1 _ । кпг Р
ЪоУ \ ^9(1 )
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Для С,, в пластической области можно получить выражение 
«<5 (г + /-х)/' ,

<Т„ = —77 / , < ։ 1 >

Подставляя упругое решение (8) при г = г։§, в условие текучести 
Мизеса для определения §>, имеет место формула 
4А’5-’{н[(г-*)(ац -о,2) + А-(о,, -а:,)]՜ + С[(у ֊к)(а„ -«,,) + 

+А-(«,, -«г,)]2 +4(7-*■)(«,, -а12) + к(а2, - я,,]՜ + >

+ЛЛг25(1֊Л)2 =1

где

2|4 2
Для определения максимальной глубины проникания необходимо вы 
числить силу сопротивления Р, где
Р = 2л|г։^-^- + Л|^а„,|СО8Д& при /<^ (13)

А՜, коэффициент трепня между средой и индентором Для <т„л с уче 
том формулы
<у„, =а„ sin2(Mr) + O’„ cos2(nr) + 2<7„ cos(nr)sin(/!r)
можно записал!, при г = г, =
<т„„ = °.,sin՜’ Д + IV, + ?/( ^ .՛-3/" - ЗН5^ ](1 - sin2 Д) + 

ttar՜ aar J
ГЗГ(/-х)5 ЗН$И,, 2я

+<7 sin2j3 = cr„+|---- :—г—--------- -  / cos Д-
L аса՜՝ aar J

аЗ = /'sin2/3

или в новых обозначениях
<7„„ = + Л#"(/) + А. + «, ֊ В:/'(0

где
„ 35(F֊rH) , _ 5 „
в. = ——-— -----cos р. а = а—. 13

«ау f

(14)
аб (у + 1) sin 2/3

С учетом (13) и (14) для силы сопротивления можно записать для 
/ < £ ( £ высота конусной части индентора)

!
/> = ֊2я7(У + <:|)|^(А|/'2 + Л2£/"-В2/'+В, +Ау)со$Р(1£ (15)

о
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после интегрирования и обозначения 
2zry(7 + Л, )cos)3/w = х
уравнение движения mf" = -P (где т масса индентора) 
/■"(i-zA:y-] = zA12y/'2-z^4֊/'+zB,;y+zA.y (16) 

вводя обозначения /' = p(f), f"= р'р (16) примет вид
ХА:^^ = - В,р+ + А,) (17)

Численно решая (17). при f = 0 p = v0, можно определить /> = v, 
, г е1Р f" (скорость индентора в момент f = Ç и можно вычислить — = — (для

(If Р 
любых / ).
При дальнейшем проникании, то есть для / > Ç , интеграл (15) после 
интегрирования от 0 до Ç примет вид

Р = -2лт(7 + *,) V':֊+А, у/ "- В, у/ + В, + А..у ) 

после чего уравнение движения примет вид

///>1 1-/А,у 1 = у/(А,/г -Вгр + В՝ + А,)

откуда

\-ХА2 pdp

2Х

2(3-ХАгС)\ 
К՜ X

• А,р2 ֊ Вгр + Bt + А,

---- 1п(А,р' - В,р + В, + А,) + 
.2 А,

(18)

В, 1 2А,р-В,
— - —— arctg . -
А, ^4А,(В, +AJ-B; ^4А,(В, + А,)֊В;

ИЛИ

f _ 2(3 -zA;;,)f 1 |п А,Г-В;Г+В,+А, +

3C:Z [2A, Alvf-B2v1 + B1+A,
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В, I ( 2А,/'-В,+— г - — агс1ц , -
Л, Ла,(В + А,)-В; I, 74А,(Й,+А,)֊В,

, (19)
2Л,у,-В,

-а1'с18-р= ■■ ---------==■
74Л,(В,+А,)-В;

В (19) /=/„„, »ри /'=0
Вычислены значения /,|и։. <7,, (г,.т. / ), <7,, (г.л՛,/), <7,, (г,л՜./’) 

при заданных значениях постоянных
х„ = 800М / сек; »1 = 10՜՝ кг. Г„ = Т,„ = 3 -10* Па;

г„ =4 10 ՝М; г„ =(0,55; 0.6; 0.7; 0.99)т„,

р = 2700кг/М։; *, =0,15; Д = 0,2; 0.3; 0.4;

«„ =«,, =7՜՛ 10՜”; «|3 =-25՜' 10՜'°; а,, = а|։ =-7՜'■ 10

=4,5՜'■10՜"’; г,,, = 10хПа; £=1.7 Ю’-’М

0< л- </. г, < г < 2ц£,. г, = у(/ - л)
н значения ст, (г, , г,.] ); ст,, (г, ,.т։ ,./՝); <7,, (1; . л,,/) при 
./ > л՛ >./'-£ и г։ =у(/-л-).

С целью подробного изучения влияния основного параметра 
анизотропии А'=Тн/ти па поведение особенности, имеющей место в 
выражениях напряжений и на глубину проникания индентора, проведен

«д' «3 К р«5 к

Фиг. 1 Фиг.2 Фпг.З
Изучено влияние параметра к на (Т։/ как в пластической области, 

так и на инденторе при разных /3. Вычислены также значения у(к.р) 
и /пКп(к.р). Указанные величины вычислены на десяти разных глу
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бпнах проникания индентора. На фиг. 1 6 приведены зависимости 
указанных величии лишь для двух значений / и .г, хотя результаты 
численных расчетов позволяют проследить за всем процессом ироника

Фпг.4 Фиг.5 Фиг.б
пня. На фиг. 1.2 приведены значения 0н(к,Р) и С7,^(к,[3։ в момент, 
когда /'=8-10՜' М и х = 3.7 10 М, т.е. для средних сечений 
конической части индентора, а па фиг. 4.5 в момент, когда 
/ = 1.5-10'47. т.е когда индентор проник па величину конусной 
части и л՜ = 1.2 • 10՜' М . Из графиков видно, что всегда наблюдается 
резкое увеличение О՜, при к —» 0.5. Для острых инденторов (кривые 

1). где Р = 0,2 . влияние аффекта анизотропии более существенно, чем 
для кривых 2,3. где /5 = 0,3 и р = 0.4 . соответственно. Наблюдается 
зависимость эффекта от координаты л : около вершины индентора <Т„ 
и ст,, при к —> 0.5 приобретают порядок 10՛° Па. когда около нитии 

прической части индентора СТ,, и <Т,, - 10 ч-10 Па
На фиг.б приведена зависимость /,,т(к) для разных р. Как и сле

довало ожидать, из поведения напряжений на инденторе эффект умень 
тения глубины проникания для острых инденторов намного больше.

Таким образом, применение гипотезы нормальных сечений, как и 
ври применении гипотезы плоских сечений, показывает, что за счет 
подходящего выбора анизотропии среды можно существенно уменьшить 
глубину проникания индентора.
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