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Նախապես լարված քարակ սա|ի եզրով տեղայնացված ալիքներ

Դիտարկվում է կիսաանվերջ սայ, որը ծքված է անվերջությունում կիրարվաօ ոավասա-րաչափ 
բաշխված ուժով ՈՒսումնասիրվում է այո սայի ազատ եզրով տեղայնացված ալիքների 
տարածումը Ցույց ( տրված, որ հնարավոր Են երկու տեսակի ալիքների տարածում, ինչպես 
Ոեչեի տիպի, այնպես ել մաքուր ծոման Ստացված են նշված ալիքների գոյության պայմանները

L A Sumvehan

The waves which are localized along uutialy stressed thin plate edge

И.1ЮТП<0, ЧТО МОЛЬ ТО]»1|.։ ПОЛубсСКОНСЧНОЙ ТОПКОЙ ПЛаСТИНКП »101 УТ р.КП|»0СГ)М11ЛГ|.СЯ 
упругие поверхностные волны как типа Редея, гак и чисто тгнбныс |1.2|. В настоящей 
работе исследуется плияиие прели.1|Н1гслыюго олно|юлного растяжения (сжатия) и.՝ 
ско)>ости поверхностных волн

1. Пусть пластинка занимает область - « < х < <». О £ у < <*>.
Пластина предварительно растянута (сжата) по направлению 

оси ох, так что начальное состояние пластинки определяется 
однородным напряженным состоянием, для которого О՜®, = СТ0 = const 
(<7П >0 при растяжении. <Т։> < 0 при сжатии), а остальные компоненты 
тензора напряжений тождественно равны нулю

В отношении тонкой пластинки принимается гипотеза Кирхгофа, 
согласно которой задача обобщенного плоского напряженного состояния 
отделяется от задачи изгиба пластинки При этом уравнения колебаний 
обобщенного плоского напряженного состояния пластинки относительно 
перемещений и, v срединной поверхности пластинки имеют вид

4 f ^t{ + 1 + аи & и _ р д2и
ду) G Эх2 G дг
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(i.о 
dy) Gdx' G dr

где Д двумерный оператор Лапласа, V коэффициент Пуассона, G 
модуль сдвига, р плотность материала пластинки.

Изгнбные колебания пластинки описываются следующим уравнением
, d'w д' и' 2Е1г .■ „у

ОД;»-2Ла0^-г + 2рЛ^гг = 0. В= , (1 2)
Эх՜ dr 3(l-v:)

При помощи преобразования
_ dtp dy/ _ dtp ду/ >, -v

& ду ' ду дх
система уравнений (1.1) приводится к раздельным уравнениям 
относительно ср и у/

, , д2(р дг(р , , дгу/ д'՝у/

Е , G
С| ~p(l-v!)՛ ‘!֊Р՜ С°՜ Р
Решения уравнений (1.4), удовлетворяющие условиям затухания 
амплитуды волны при у —> ©■>. имеют вид

<р = Ае®pi(<w-t։), v = Bc-‘v-'e'(“u> (1.5)
где
v; = i +е(е, v; = i + e,-п. *>о.

е = ^ = ЧГ- е'=±^՛ ” = ^- 0<1- М<։

Из условия V,՜ > О, V," > 0 следует, что искомый параметр Г}. 
характеризующий скорость поверхностной волны, должен удовлетворять 
условию

О<и<1 + 0, (1.7)
В случае, когда при у - 0 удовлетворяются условия свободного края 

пластинки, характеристическое уравнение, определяющее скорость 
локализованной волны, имеет вид _________
я(п) ■ [2 + (е, -1;)]՜- 4,11 + 6(0,-11) у/1+ (0,-11) = 0 (1.8)

Очевидно, что уравнение (1.8) заменой 1], = J] - 0, приводится к 
уравнению Рэлея. Отсюда следует, что при 0, < 0 уравнение (1 8) имеет 
единственное решение, удовлетворяющее условию (1.7) При 

97



в, > 0 уравнение (18) имеет два решения . 77 = 0, и 1] = Г]к . Легко 
показать, что решение 1] = 0, тривиальное решение (м = у = 0). В 
частности, если 0 = 1/3 (т'=1/3), скорость поверхностной волны 
определяется следующим образом

2 л 
’; = 2--^+е,

Легко показать, что в случаях граничных условии закрепления края 
пластинки, либо условий закрепления края, либо условий Павье, 
локализованная волна вдоль края пластинки нс может существовать.

2. Рассмотрим изгибные волны, локализованные вдоль края у = О 
пластинки Имея в виду требования затухания, решение уравнения (1.2) 
представляется в виде
»е = (Ас'՜1՞՛’.+ Ве՜“*1' )ехрт(йХ —Лх) (2.1)
где
а; = 1 + ^'-Г. «֊ = I֊ V;’՜ -У

е: _ 2р1։а>2 _ 21։а„
ь Ок‘ ՛ У՜

Для того, что решение (2.1) было затухающим при у —> <*>. 
необходимо выполнение условия
0<^<1 + у (2.3)
Отсюда, очевидно, что на параметр у следует наложить ограничение 
у>-1, т.к при у<-1 (при сжатии) соответствующая форма волны 
будет неустойчивой

Граничные условия для свободного края пластинки у = 0 (равенство 
нулю изгибающего момента и обобщенной перерезывающей силы) имеет 
вид |3]

02н՛ <?2И' <?|02тг . . 02»е|
тг + рзт = 0. ֊ —+ (2֊рЬгт =0 (2.4)ду дх ду [ ду дх *]

Подставляя решение (2.1) в (2.4), получим систему линейных 
однородных уравнений относительно произвольных постоянных А. В 
Приравняв детерминант указанной системы уравнений нулю, после 
некоторых преобразований получим дисперсионное уравнение, 
определяющее скорость поверхностной нагибной волны
К,(т])Еа2а; +2(1-у)а,а2 - V2 =0 (2.5)
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Лнх'югичного вида дисперсионное уравнение получено также в [4| 
Определение скорости поверхностной волны фактически приводится к 
исследованию корней квадрапюго уравнения (2.5) относительно а,а. 
Отсюда легко подучить, что при у>0 (растяжении) уравнение (2.5) 
всегда имеет решение, удовлетворяющее условию затухания (2 3) При 
этом соответствующий кореш, находится в промежутке (у, 1+՝/). откуда 

следует, что выражения (2.2) для «։ и а, действительны 
Следовательно, амплитуда волны (2.1) затухает но глубине без 
колебаний. В случае -1<у<0 (сжатие), изгибная поверхностная волна 
существует не для всех у. Условие существования определяется 
следующим образом
у > -2 + V + 7(1 - у)2 + V2 (2.6)

Например, при V = 0 должно выполняться условие у > -1. что
1 I

совпадает с ограничением на устойчивость, при V = — и V = ~

соответственно, у > -0.92 и у > -0.8
Можно показать, что при других классических граничных условиях 

на краю у = 0 поверхностная волна не существует.

3 Пусть полубесконсчная пластинка занимает область 0 £ х < <».
— ©о < у < °°. Рассмотрим волны, локализованные вдоль
края X = 0, где приложена предварительно растягивающая (сжимающая) 
нагрузка Решение уравнения (1.2), с учетом требования затухания 
амплитуды волны, при х —> имеет вид
и՛ = (Ле'<А' + Ве՜1*' )ехр/(йя - Лу) (3.1)

где __________
Д: = |4±^!+У + 2- (3.2)

2 V 4
Условие затухания решения (3.1) при х —> 0 имеет вил

0<£=<1 (3.3)
Па краю х = 0 принимаются условия равенства нулю изгибающего 
момента и обобщенной перерезывающей силы. Эти условия записываются 
следующим образом :
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д2\у
Т^+ГТ^=О 
ас ас

Г , ,, П (3.4)
д д'и’ . .<9՜ и՛ 2/»(Т.
— 5-г + (2-0тг---- —и՛ =0ох |_ ах ау О
где О’. = (То в случае консервативной нагрузки на краю л՜ = 0, 
СТ. = 0 в случае следующей нагрузки.

Требование, чтобы решение (3.1) удовлетворяло граничным условиям 
(3.4), приводит к следующему дисперсионному уравнению :
*(«) = Р;Р; + [2(I - V) + г.]р,р, - у(у + /-/.’) = 0 (3.5)

здесь у. = у для консервативной, у. =0 для следующей нагрузки
Исследование уравнения (3.5) при условии (3.3) показывает, что 

изгибная поверхностная волна всегда существует (с учетом у>-1) в 
случае консервативной нагрузки (у. = у ) В случае же следующей 
нагрузки. необходимое и достаточное условие существования 
поверхностной волны получается в виде

(3 + г)(|-к) . .
-у<у<--------------- (3.6)

V
Следует отмстить, что в случае растяжения (у > 0), при проверке 

выполнения правой части неравенства (3 б), необходимо также сравнение 
с условием прочности
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