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II работе рассмлтршыегся .uiTiin.iocK.in ։.ւ.ւ;ւ՚ւ.։ .xiu упругого цолупрострлнстнл. и.» 
1|ч||||'|К0|| IlOIWpXHOCTII KOJOpOfO НАХОДИТСЯ скопленный С ПИМ |[\<՝(>'|11О-ОЛ1Ю|1ОЛ1|Ы11 
6г> конечный слой Слои состоит и i двух иолубсеконсчиых слоен с р.сшнчиыми упругими 
(whcib.i.mii Подупросгрансию и слон деформируются иол действием сил. приложенных it.i 
граничной поверхности слон Определяются коэффициенты особенносп։ контактных 
ишряжсниЛ. действующих ил участке контакта тонкостенною слои с полупросгр.и(спюя. а 
Ы1.ЖС коэффициент особенности контактных к.1нря;ке>П1Й. дейстпующпх на участке 
контакта между пплубесконсчиымн слоями.

В работе рассматривается аптпплоская задача для упругого 
полупространства, на граничной поверхности которого находится 
сцепленный с ним кусочно однородный 6eCKOiif4iibiii слои. Слои состоит 
in двух полубссконечных слоев с различными упругими свойствами 
Полупросгрансгво и слой ле<|юрмпруются под действием сил. 
приложенных на граничной поверхности слоя П|>едлагаегся метод 
решения поставленной задачи, который допускает получить решение 
>а.тачи хчя тонкостенного слоя Кроме того, определяются коэфф։i 
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цнеиты особенности контактных напряжений. действующих на участи 
контакта слоя с полупространством, а также коэффициент особенности 
контактных напряжений, действующих на участке контакта мс,ц, 
иолубесконечными слоями.

Решены многие ладами теории упругости для массивных тел и ищ( 
упругих полуплоскостей, полосы, клина, полупространства с тонким։ 
покрытиями или. как принято говорить, накладками. Во всех ж։ 
задачах относительно накладки принимается гипотела об одномерно֊/ 
континууме, заключающаяся в том, что при деформации толщин? 
накладки считается неизменяемой. а напряженное состояние одиооспнч 
После принятой гипотезы задачи значительно упрощаются и поддакни 
эффективному решению. а результаты считаются достаточно 
достоверными Но когда накладка имеет края, несмотря ю 
вышесказанное, возникают некоторые вопросы, требующие объяснен։»: 
Например, рассмотрим задачу для упругой полуплоскости, усиленно; 
полубесконечно։։ накладкой |1.2] Здесь после принятой гипотезы об 
одномерном континууме, контактные напряжения в концевой точи 
накладки имеют корневую особенность, а в точной постановке показателе 
особенности должен зависеть от упругих констант материалов накладки и 
полуплоскости. Это говорит о том, что после принятия гипотезы 
решение задачи в некоторой окрестности концевой точки накладки ж 
соответствует истине. Поэтому ист смысла, после принятия гипотезы 
говорить о коэффициенте; особенности контактных напряжений Поэтом) 
возникает вопрос определения контактных напряжений в окресноста 
концевой точки, при этом используя решение полученного поен 
принятия гипотезы. Этому вопросу посвящена работа [3], где па примере 
антиплоской задачи для полупространства с полубесконечным слоем 
дастся ответ поднятых выше вопросов

Аналогичный вопрос возникает ։։ в том случае, когда наклад» 
кусочно однородна. Здесь в точной постановке в точке соединен։՛.« 
накладок контактные напряжения имею։ особенность, покалател։ 
которой зависит от упругих констант материалов накладки и упругой 
полуплоскости, а в случае гипотезы - логарифмическую особенность |4| 
Здесь опять возникает вопрос определения контактных напряжении ։ 
окрестности точки соединения накладок, при этом используя полученное 
решение после принятия гипотезы об одномерном континууме. Отпеты го 
обсуждаемые вопросы будут даны ниже, на примере антиплоской задай 
.тля упругого полупространства, граничная поверхность которого усилен; 
бесконечным кусочно-однородным слоем
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Рассмотрим аптиплоскую задачу для упругого полупространства, 11.1 
граничной поверхности которого находится сцепленный с ним 
бесконечный слой Слон состоит пл двух нолубескопечных слоев с 
различными упругими свойствами. Полупространство и слой 
деформируются под действием сил, приложенных на граничной 
поверхности слоя. Поставленная задача формулируется в виде еле
дующих граничных задач для кусочно однородного слоя и
полупространства
^Ж = о, -/,<у<

<?л՛՜ ау‘
0, — < Л' < ©о, ( 1 )

" Я -=-г(х)- " = -/(л). - « < .т < 0. (2)

. «яг. 1 , ,
" -Л !■ д = - <(.с), 0 < .V < со, (3)

+^-1 НД-О.у^НД+О.у) (4)

от | их ||=*о

=0՛ 0<>’<“՛ - со < Л < со, (5)

^|..О=-ТЫ,
(6)

11'(х.+0) = И',(х.-0). -~< х<©о (7)

Здесь В'(.т.у) перемещения точек кусочно-однородного

бесконечного слоя по направлению осп г, г( г) контактные

напряжения, /(.г) (- ©о < .г < °о) интенсивность сил, действующих на

слое. модули сдвига слоя соответственно при х<0 и
л>0. ^(л'. у) перемещения точек полупространства по направлению 

:.р модуль сдвига упругого полупространства. Л толщина слоя

Для решения граничной задачи (1), (2), (3) введем функции
IV (л. г) = И',’ (.V. у) + IV,- (л. у), IV/ (х. у) = 0(± V)Н'. (։. у).

։(.։)= г’(л) + т(л). г‘(л) = 0(±х)т(х).

/(л) = /*(х) + / - (л). / *(х) = 0(± х)/(х). 
где 0(х) функция Хеипсайла.
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Очевидно, что И'/(л. у) удовлетворяет уравнению (I) при д >0 и 

л < 0 соответственно Теперь, применив к (I) действительное 
преобразование Фурье, для IV (ег.т) получим

</-И',(ст.у) _ ст:у) = ±ЛК | т ,стИ, (8)
(1у՜ их

где

»к ’ (<Т. г) = / IV. (л. у)е' °'։1х. V (ст. у) = / И', (л,

(— о’ < <7 < <»)

Далее введем функции (5|
Ф(ст. у) = V • (ст. у)+1К ’ (- ст. у).

ч?(ст.у)=։к(ст.у)+й'-(-'ту)

Сначала рассмотрим функцию ф(ст.у). Согласно (3) и (8) для 

ф(ст. г) будем иметь

</!ф(ст. у) . ЛК(.г.у)|—Л_д2-Ст-Ф(ст.у) = 2^г^и, (9)

при граничных условиях
</ф(ст.у)| I . _ .

, <։о>

Решение граничной задачи (9). (10) при у = 0 имеет вид
—. л. с։1։(стЛ)_ с1Ь(сг/։)_.. .
Ф(а.0) =-------:—-т (ст)------ —-т (-ст)-

ц а ц а

—I с11Сстк/'+’’)]։>'՛ +(ст)-
<75п(Сл։) \

/1(СТ) = ±Г1£Ы±£) 
Д* СГ51։(<Т/։)

д\У, 
дх

Далее, разрешив граничную з;и։ачу (5). (6) для трансформанты Фурье 
функции И^(.т.О). получим

1Г(ст.0) = Н'՝(ст.0) + Й' (ст.0) = —|(г'(ст) + г (ст)) (11)
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Тогда, учитывая условие контакта (7). получим
IV (-о.О) - Й7՜ (сг.О) = -[ -+—С1Ь(|<Т|Л) -

1д /' ) Р1

-^г(ст)-£??г(-ст) + 7'(ст)- (12)

-^1с|’ИЛ+'>)Н^
Далее из (8) и граничных (4). при учете (7), будем имен.

=(^ н- ^с.Ь(|СТИ,)^ч-

+(1+_!_с1ЬОаМ]1^)_ЙЖ+М
\Д д ՝ ' |о| [ д д՜ )<я11(ой)

где
/х <ИИ <^.1

Теперь, имея в виду (13) и что (4)

окончательно из (12) получим искомое функциональное уравнение

ц (у +ц ) а
где

Л(<7)=[+-Л-Й<*) + Л.՜'1 ->7‘(֊<о]-П-7Т
(д Д +Д // (// +д ) )о$Ь(оЛ)

Использовав функцию '^(сг.О), можно аналогичным образом 

получить фуикцнональное уравнение следующего вида 
[17• (сг.о) ֊ 17 (-<т.о)() = [-!-+1 пШ+ 

1 V +/< ) я ) И
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Г1*^С1ЬИ,«+

с1Ь(а/,)Гк2> - £(„). 
р (р+р) а 

(15)

где

?.(а) =—/(<?) + + -/;7тл7'(-ст)|֊֊т;
^Р Д + Д (I (д + Д ) }։»ЦоЛ)

Далее продолжим следующим образом Применив к (14), (15) 
обратное преобразование Фурье, после чего продифференцировав по \
и итоге получим

г(Д/.т-

֊7-|г|(л-,а)г(Л/1
Я <>

(16)

----- Т~----- [ Р, (V + ’М- ■')')■՝ =
Р +Р I

(.Р Д' + Д՜ )к1 х+х л;,[д (д'+/Г).։+.Г р )Я-Х

X т(- ] г: (•՝ I։)г(՜ 'Н՝'+ + ')г( 'И'' = ф(՜ •>)• 

(О < -V < оо)

г,(.г.^) = К(х - Л) + К(х + х) + —Л.
Р +Р '|(Р +Р )
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V +д )1

Отметим, что выше использовалось условие равновесия слоя, которое 
записывается в виде

| т(х)с!х = |/($)<& (17)

Таким образом, задача свелась к решению сингулярных интегральных 
уравнении (16)

Для решения (16) произведем замену переменных и = 1пл՝. г = 1пх в 

(16). После этого, применив к полученной системе уравнений 
комплексное преобразование Фурье, получим 
[(- + -тК։а + ,~д .Л.(«)- (- + .2 . Х(«) = 

[кд д ) р (р +р )] +С )

= 7$Ъяа-А(а)
I — + —-— X (а) - [( — + ֊— \h7ra + ——^֊тт]т, (а) = 

(д д +д՜) [1д д') д-(д-+д)] (18)

= ьЬда • В(а)(-1 < 1та < -й)) 

где
Л(а) = К.(а) + Я,(а)+ ^,(а.). В(а)= Л',(а)+ Я,(а) + ф,(а).

Я,(») = ֊^тт,(и)= т(е”.).

Я:(1՛) = ~ / ':(с՜•<՛՝ У"т,(и)е1и, т;(«) = т(-е")

Я, (г) = —֊֊ 7 Г Л',(е' + е՝ )<-"г, («)<Л< 
Д +Д Л

Л',(у) =----- - -----  [ Л'. (<*՜՛ + е‘ )е'тЛч)(1и.
ц +р

։/>,(«) = ф(е֊). ч>,М = (р(-е').

СТ, = -1(0 является нулем определителя системы (18). нахо;шщейся в 
полосе -1<1та<0, анод /(&) понимается преобразование Фурье
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функции l(u)-

Причем

„ 1 /, я(я’֊д՜)՜’ 1 1
О < м = — arccos I - 7---------- 77---------- 77------------ г < -

Я (д + д*)(д+д-)(д +/z)J 2

Далее. определив из (18) г, (а), т.(й'). после чего премеппв к ним 

обратное преобразование Фурье, при этом имея и виду теорему Коши о 
вычетах, и переходя к переменным г, .У. будем ймегь

г(х) = / /г,,(л,л)ф)<Л- + ] Л,,(л-.։)г(-.։)Л + К'л -"՛ + 'Е.(л).

О о
г(.։) = ] Л,,(.г..։)г(.։)</.։ + /я.,(л„։)г(֊։)Л+ Кхи + ЧЛ(л). (19)

О о
(О < X < с*>)

где

K. 1
У' (/'+p )

(20)
я/'(я'+)<') + 2Д՜/'՜

K- = 1
+p‘) + 2p>

л(_;<а)_ф£}я(_1(и) 
/' (p+p )

(21)

A(-iü)) = jД —-—г^|(л‘+ •՝’)?(“՝)~ -т/;(х.л)т(.г) Wxv‘u''r/x + <p,(-/W), 

о о V Я Д Д /

—^-K,(x + .v)r(.v)—Lr: 
Р + Р Р

*(Р +/< + 2р)(2р р +р(д +д ))£

lsxn,~'<lx + ip2(-i(t)).

- ------- ;——— j Г. (л. г )</, (л. / )Л.

Я.։(х.։) = .—j T.(x.,)4;(s.')d/ -
rt(n +fl )fi + 2fi Ц i

2 ) -[r, ... .
*(/<■+/< +2p)(2/iV+/<(/<•+/r))l ՛
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Л,,(.г,։) = -7---------- ------------------[г.(л.ф։(.м)Ж +
я(/Г+/Г)/1 + 2/гН ֊'

___________ да'(р + /|՜)___________  

(р' +ц+2р\2(1'р +д(/Г + /г))
|'/;(л'.г)^|(.։ + г)/Л. 
(>

/г,,(л.л)=
/|(д + /1')(/!՛+/! ) 

(/1'+/|‘+2/1)(2/Г/1 + /1(/Г+/Г))
)т,(.х.Ог;(,։.ОЛ-

-1 . [ 7;(.г.г)<л(՝'.<)Л.
*/< + /1 + 2/1;,

Интегралы, содержащие 1\(л՜./), понимаются и смысле главного 

значения по Коши

Ид' -//')' 

(/1 + /1')(/1 + /Г)(/Г + /1՜)

</, (.։.I) - Л'С՝' +') + , . тг—г~ Г К(*_') -
+р ) + 2д р

Р’(^+Р՜)

/1(2/1 •//՛ +/<(/Г +д՜))

(/.(.,.,) = К(.։_, 1 + _>!■-}'- к(х+,) + ■
д +ц +2/1 Л(/1 +/, +2/1)

=к(։_,)+ ?'՜֊/'՜ А1։+,) +
/1 +/1 +2/1 /1(/1-+/|-+2/|)

</,(■՝■■') = К(.т + г) + . ./'2 . . Л'(։-1)-

/1(ц +/1 ) + 2/1 /I
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Д (д + Д՜)

Л(2д’д + д(д'+Д՜))

2*4 Д(Д + Д )

+[ Д -д_ _ ("+*'>то Ь( ст)]^.,-^а.

1х(д՜ + Д ) ДД ) ]П(а)

2*4 № р)

+[ 4^д _
[д (д' +Д ) ДД )’ ]п(<т)

П(а) = (сЬя<7 + Л)(с!> яа +1)

Итак, поставленную задачу наконец свели к решению системы 
интегральных уравнении второго рода (19). Кроме того, определили вил 
коэффициентов особенности (20). (21).

Теперь обратимся к вопросу разрешимости уравнении (19). Так как 
Я„(х..։) (т.п = 1.2) имеют порядок О(.г՜“) при л՜ —> <» и 

фиксированном л\ то отсюда следует, что система уравнений (19) не 
допускает решение с помощью метода последовательных приближении в 
£,(().««»). Ио если известны значения т(л) при а < |л| < 00. где а 

некоторое конечное число, то (19) можно записать в виде 

т(л) = | /?,, (х.л)т(х)</х +| /?,,(.т..г)г(-х)т/^ + 

о о

+/[Л„ (лл)ф) + Л„ (хл)г(-л)> + К -х- + 4-, (х).

г(-х) = | Я,, (х.х)х(.։)А- + ] Я.;(х.х)г(-.։)А + 

п о

+5 [Я.,(х. х)г(х) + Я„(х.х)г(-.։)]</х + К 'х՜“ + Т. (х) (22)

(0<х<л)

52



Тогда (22) можно решать с помощью метода последовательных 
приближений и тем самым определить т(л) при |л| < а. Значит вопрос 
состоит в определении т(.г) при |л| > и.

Известен метод |5]. который хорошо практикуется, дающий 
возможность определить приближенное значение т(л). справе.тлнвос 
только при а < |л| < <*». Прибегнув к этому методу, решение граничной 

задачи (1). (2). (3) ищем в виде
И','"'(.։.у) = ^И'0(,г.։) + ^^11',(.г)со5Л<у. А=՜^՜ (23)

где п любое конечное целое число.
Далее, подставляя Н/1(">(.г,у) в (I) и удовлетворив граничным и 

контактным условиям, определим И'|(л։). После чего, применив к 

1У,(п>(л,0) преобразование Фурье, получим

(- а1 (IV(ст.0) = + ֊а' (З-г ■ (ст) + ?- (а)՝! х

' Ад Лд И р )

ху__ । ,2 (/'' -л՜)«*1 у Г т.~(-м,) т.-(.А )1__ 1__+֊
£;Х;+сг И д’+д’ д՜ д' 

где

л д՜ д՜ д^Л;+<г 
^(д'-дУ^Г 7'(М.) 7՜ НА)] (-))' 

л р'+д’ д’ д'
-4г/'(’)—77֊7*(а-). 
ц /т р Л

ц, неизвестная постоянная, которая определяется из (17). Имея в виду 

(11) и условие контакта (7), после некоторых преобразований, для 
определения т',(<т), т‘(о՛) получим функциональные уравнения
_ 2(и'-и՜}
К. (о)т; (а) + т; (а) + х

(Гт;(а,)-л-т.-(֊и,)>1 д?,(СТ)
+ст:)(Л՜+]с| + Г*,(с)) Л՜ +)с| + лЛ.(ст) 

где
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Л՜ +|g| + A7>„(g) ц

Л = -֊Г. Z>„(СТ> = 2СТ ՝ Ё .

it h ГЛ А։ + О
Решение уравнения (24) построим методом факторизации |4.6| Для 

лого, поскольку К.,(<г) —» I при |<т|—>«. K,(<j) можно представить I. 

видеW-g. W

где К*(л) = 0при л <0. а А''(л) = 0 при л >0,

K;(cr) = exp[±G/(ff)|. <7„(л) = —■ ]|п(а (ст))е՜՛՞՛т/сг

Разрешив (24). получим
к,-Мт,- М + 2^'. -Ё(л՛ Г.՜ ('А) - л г (- М, ))у,;, (er) =

Я + Я 1»։
=*;(ст) . (26)

к;<ст)т„՜ М + ~Ё('-՛г.'(<Л)->֊ ". (-'А))ч>;.м =

= ф;(а)

Ф (ст) =---------- .' л +|а| + Л7>.(<7)

ф: (<т)=зЁо5;.(<т)֊ '^--7- Ё<-1)'(л՛ (՛(-л,)֊ л՜ / (-'А<))х

1в| + Я 1=1

XV';., (о) + К.. (О) + д —• V',>. (о).

= = К(ст)+^‘■(ст)- 

¥;.м=jvja) = J

(I —
а?(Л7~‘(сг) + Л7(а)) 

(Л; +а՝)(Л՜ +|а| + Л'/>„ (а))
= Ф։„(<У) = К(<Т) + Ф1.»՛
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ч>;.(а)= }ф,֊(։)«•'"• А 
О —

Как видно ил (26). для определения Г (а) достаточно имен, 

значения Г,‘ (- /Л, ). ,*(- г’Л։). Для .лого и первом уравнении (26) 

подставим СГ = /ЛШ. а во тором СТ = -/2,,. В 11101с для оп|к*лслспня 
г.-(։А). с(֊<А) получим систему уравнений

хЁ(л?.М)-л (-|Л< )=ф.: )

1>|

+ (2.7)

хЁ(Х С (М,)- Л- тД-и, ))<(->л,) = <1>.(֊<л_) 
1<1

(/л = 1.2......и: п = 0.1.2....)

Как следует (27). Т„2(<т) при |ст| —> *> имеют порядок о(|ст! ՛). 

что говорит о том. что Т_; (х) при |х| —> 0 имеют логарифмическую 

особенность Но мы выдели выше, что Г: (.г) - K՝ |к! ' при |х| —> 0. 
Отсюда можно заключить, что Ги(х) является приближенным 
значением г(х) при «н < |.v| < «*». Очевидно, что при увс.тнчепнп и 

значения а„ будут уменьшаться и стремиться к нулю при п —> 

Значит, если заменим в (22) а на г(л) на Г, ( с) («։ < х < «•>). мы 

определимых) при 0<х<«„ и тем самым определим значеният(х)при 

0 < х < о чем говорилось выше Далее, подставляя таким образом 
полученное решение в (20), (21). определим коэффициенты особенности

В частном случае, если взять пулевое приближение.
, Ф,;(ст) . Ф,;(а)

Г"(<Г) = ^)' Г"(СТ) = ^)' 

А'..(ст)

где
Л՜ 4-|g|

Л + |сг|' 
Ф,;(ст) = Ж<т)-
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го нетрудно видеть. что оно будет соответствовать задаче для 
тонкостенного слоя, где принимается гипотеза о том, что перемещения по 
толщине не изменяются (23). Далее, определив из (22) значения Г0(д) 
при |д| < ая. определим, таким образом, То(.г) при 0<д<<». а тем 

самым и .
После определения Т* (л),Т"(.т), представляет интерес определение 

напряжения в упругом кусочно однородном слое. Для этого следует 
определить W'.(O.y) и контактные напряжения Р(у) (-/։<у<0). Ile 

останавливаясь на подробностях, приведем выражения Р(у) и W',(О.у). 

Они имеют вид 
и, (0, у) =_____ !_____

'* ' я(р'+р’)£ osh(oft)

. 7isgnCT(r-(g)ch(|o-|(.v + /i))֊/-(g)ch(|CTLv))
^У, = д-+дят sh(|g|A)

р՜ _1_ 7 isgn j(r~(g)ch(|<7K.v + /|)) - /~(g)ch(|g|,v))_/
+ /Г+/Гя1 ։h(|o|/i)

(-/><.у <0)

Далее ввиду того, что

f ’(а) ~ »T(l - (ù)e - К՝ (а + /0)"՜՛ при|<у|-»««

_<w*
г‘(сг) - -|'Г(1 -œ)e ՝K'(a-iQ)u՜ при |ст|->°о 

где
(g±i0)“՜' =а.“՜' - г՛“®.“՜', ст.“՜’ =е(ст)ст”-', 

ст.“՜' =0(-ст)|стГ 

можно показать, что

- ’-°

2

- -°

2 

Тогда
^Ы- ^р(֊у)при у ֊> 0
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где А՜,, выражается через K' .К по формуле

Ц՝К-Ц«‘
՛' t \ псо

(р +Ц )sm —

Работа выполнена по заказу фирмы “Анушик"
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