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Պ[ւեղոկևրամիկ ղյահային թաղանթի ծռումը ընդլայնական սահքերի հաջվաոմամք

Բարակ ւզիեզոկերամիկ սալերի և թաղանթների [այն կիրառությունը, որպես էներգիայի ցածր 
հաճախականությամբ էլեկտրամեխանիկական փոխակերպիչների ակտիվ էլեմենտներ, 
մեխանիկայի ասպարեզում առաջ են բերվում մի շարք կարևոր խնդիրներ

Մինչ այժմ այղ խնդիրները հիմնականում ուսումնասիրվել են Կիրխհոֆ-Լյավի հիպոթեզների 
օգտագործմամբ. պիեզոկերամիկայից պատրաստված ըստ հաստության բևեռացված, 
թաղանթների և սալերի տեսության կառուցման համար [6, 7]

Սակայն Կիրխհոֆ-Լյավի տեսությամբ պիեզոկերւսմիկ սալերի և թաղանթների խնղիրները 
լուծելիս առաջ են գալիս որոշակի ւսնճշտություններ. այղ պատճառով առաջարկվում է 
խնղիրները լուծել օգտագործելով ճշգրտված տեսությունը [1. 2]:

ճշգրտված տեսությւսմբ լուծված են սալերի մի շարք խնդիրներ Ս U Հւսմբարծումյանի և Մ. 4 
Բելուբեկյանի [3. 4. 5] աշխատանքներում. թաղանթների համար [8] աշխատությունում

Այս աշխատանքում ուսումնասիրվում է պիեզոկերւսմիկ գլանային թաղանթի մեխանիկական 
վարքագիօը մի քանի դեպքերի համար

А V. Babayan
Bending of a piezoceramical cylindrical shell with the account of transverse shears.

Широким применением гонких им՛ юкерамнческпх и частиц и оболочек и качестве 
ангинных ыемептоп ни 1коч.1гтотных »лекг|»омсхаи11ческ11х преоб ра.ювагелей обусловлены 
исследования задач vio.Krpoynj»yrocni гонких тел

)аи «адачн и основном исследованы с ։։споль.։пванпсм гипотезы Кирхгофа Ляна [6]
Однако при решении них шдач с помощью Кирхгофа Ляпа возникают некоторые 

неточное гн которые могут быть преодолены с использованием уточненных теорий [1.2]
В работах С Л Амбарцумяна и М В Велубекяна [3.4.5] < помощью угоч-нениой 

гсории решены некоторые задачи для пластин, а н работе 15.Кудрявцева, В. 3. Паргой». 
П А Сеник» [7| для оболочек.

В настоящей работе с помощью уточненной теории [3.4.5] исследовано поведение 
пы'локсрамической круговой цилиндрической оболочки при разтнчных типах нагружения

I.Рассмотрим осесимметричную задачу пьезокерамической круто 
ной цилиндрической оболочки постоянной толщины Л. равномерно 
поляризованную вдоль нормали к срединной поверхности оболочки

Цилиндрическая оболочка отнесена к смешанной системе коорди
нат Оару так. что поверхность аОр совпадает со срединной поверх 
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нрсгыо оболочки. т с материал оболочки поляризован ио координатным 
линиям у (фиг I).

В лом случаи уравнения состояния запишутся аналогично |4| 
Компоненты деформации и уравнения равновесия оболочки 

представляются известным образом [2].

liven, лицевые поверхности оболочки у = ±— элсктродированы и

заданы значения электрического потенциала па этих поверх 
ногтях:

<Р = = ±V„ при Г = ±- (1.1)

Уравнения электродинамики для пьезосреды в электрос ил инее 
ком приближении запишутся следующим образом |4|
Лк£> = 0 го/£ = 0 (1.2)

Введя электрический потенциал?» по формуле

Е = ~яга(1<р
тождественно удовлетворим второму уравнению (1.2). так как
с _ Հլ ր _ 2?
Е'~ да '՜ ду

а первое уравнение (1,2) перепишется следующим образом:

—Լ^-֊֊ձ = 0
да ду

(1.3)

(1.4)

(1.5)

Предполагается. что цилиндрическая оболочка нагружена .inniii
поперечной нагрузкой Z’ И Z . приложенной па поверхностях

оболочки у = ±—. соответственно.

Задача рассматривается на основании уточненной теории 
оболочки 111. при этом вместо рапсе принятого предположения е„ = О 
предполагается, что поперечная нормальная деформация, обусловленная 
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электрическим полем, не может быть пренебрежена, н представляется 
следующим образом [4, 7]

(1.6)
В соответствии с основным предположением уточненной теории 

11 ] принимается также, что
О’|з = /(г)ф|(«) <т;, =0 (1.7)

ГДе<р, искомая функция./(у) заданная функция. выбранная 
следующим образом:

(1-8)

Из уравнений равновесия после известных преобразований для
нормального напряжения СГИ получим

Сг։։=2,+֊|/6(у)2, (1.9)

где
2,=^(2*-2՜). 2,=2*+2՜ (1.10)

Обобщая основные положения уточненной теории па случай 
задачи электроу пру гости, предполагаем. что |4| 

8 8 у уV = ./ (/)ф,(а) + р՜ /(у)Ф,(а) + ֊Ц, (1.12)

где Ф|.Ф2 искомые функции, харакгиризующие ллекгростатнческнй 
потенциал оболочки.

Принимая (1.6) (1.12). одновременно удовлетворяем условиям 
й

па поверхностях у = ±~ оболочки, которые имеют следующий вид:

л
<7,։=0. О\,=0 при у = ±~‘ 2

л
<т „ =2 при У = 7

л
<т„ = -2՜ при У=֊2

л
<Р = ±Ч, при У = ±2 (1.13)
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Решая уравнения состояния относительно О՜,,, 0:2 и <7к,.
получим՛

= 5„ (<■,,+Ус,,)+4,'<7-.

<т„ = 5, ,(<•„ +№,,)+.4,'о-п - в;е, 
ст,. = О

(1.14)

где

= Д = (5,1) -(.5,1)

<Ш1֊5,1) 5Д

1 Д 5,1(1-г) 5,1

Подставляя (1.12) в (1.4). для компонент вектора напряженное։и 
электрического поля получим:

8 / \</Ф. 8у . хб/Ф-£՛-—
Е, =0 (1.16)

8/ 4 (/Г ,) 2
-Н^-Згг՜^"

Для компонент вектора .глекгрической индукции получим 
„ 8г,', ,</Ф, 87с,', , .с/Ф. , . .

Я. =0 

где

£" = е>,‘~ 5,1(1-V)' ~ <118)

Предполагая, что при у = 0. С/, =(/(«). I/, =0. С/, = 1У(а) 
для компонент перемещения какой либо точки оболочки, согласно < I 6). 
(1.7) и (1.16). получим:
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и,=о
4у՜’ 4у (it2 , А 2у 

и; = IV + - ֊ у- |ф: -d.,yn 

(1.19)

где
Л(у) = /у/(у)</у = у^у֊У: j (1.20)

I la основе (I 19) получаются деформации е,։ и напряжения <т։
„ (dU V ) </4v , , xd<p.

о՜,, = \, т*+т—֊и' Н| Ут^+'5|Л/» у , -" "\da Л + у ) da՛ 'da
_ 8(, ,, , </„ Л^’Ф. „8, ,,,, .</;Ф,
•Siр!й у • +-S, £4$)Л(у) , ՝ +

h\ 6 ) da It da

Syf V У4. 

ЛЧ«+у 2

(1.21)

е ( к (IU>\ е
<7,. =5.,------+ v— -S,,'7- '\/?+У </а/

, о о/. . ,f I v\ _
da da

-■SiV^p,5/o(y)+'7-<-.]^7^7#Sllv4(^։-f/l})x 
h \ 6 ) da՜ h

- da՛ h [R+y 2

0-,_, =0

Из условий статической эквивалентности, для внутренних сил и 
моментов, отнесенных к единице длины срединной поверхности оболочки 

,, У .С ТОЧНОСТЬЮ I ±~ ~ 1. получим

[dU V 
т; =s„h —+-iv 

1 " [da R
]+24<)k‘։ б/՛^ d-ф. 

da2
S,,vd..

+ ^-Ф|+А,'7,/1 + 2ВУ„
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Ф, 4* AiZllt + 2B|V(1

S,, = S?1 =0

/У,, = /Л, =0 (1.22)

N, = Y7'P, N, = 0 

h'd W . h' dtp, lr ( ։/„'w՛ = "•s՝"T2^T + 's"5j4i2o'Zto -5"T?h+Tj՜^-
2 d„ lr S։iVd,.lr

Л’ d'W „ /i5 <7<p,
'W “-5"V|2 da: +S"5,'V 120 da -5"v75V/|՝ + ‘hi

4
X

</<!> 2B'
da

■S | |(/ . ■ 
ф _-U— 

ЗОЛ (>R \oz
3

Уравнения равновесия во 
вид |2|:

внутренних силах u моментах имеют

d1\
-r-I = 0. 
da

dN, 7
—4--֊-- = 0
da R

dM,
—-Nt=u 
da

(1.23)

Подставляя значения внутренних сил и моментов из (1.22) в 
(1.2.3). приходим к следующей системе трех уравнений относительно 
пяти искомых функций (/.И'.ф.Ф, .Ф.:

V' <Г1! у dW 
da R da

+ ZLl(,
240 ‘ " da' + ЗЛ da

dZ.
-Ah֊ da

h 'dip, S„h
12 da R

(1.24)

A_'</jV . h' d:<p, S„/r f , </„ у/‘Ф, _
" 12 da' 11+1 120 da: 15 (. " 4 ) da'

2Й,'</Ф, 5Hvc/,. </Ф, <p,/i՛ Jr dZ,
'~~da ЗОЛ da ” 12 - ~A| 10 da

Система уравнений (1.24) дополняется двумя осреднеинымп 
уравнениями, которые можно получить из уравнения злектростат пни 
(1.5). Первое уравнение получается инте| рпрованием уравнения (1.5) по
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и и
у в пределах от — ~ до ~ второе уравнение получается

умножением уравнения (1.5) на у и интегрированием по у в тех же
пределах. После некоторых преобразований задача электроупругостп по 
нормалям поляризованной пьезокерамической цилиндрической оболочки 
приводится к решению следующей системы пяти дифференциальных 
уравнений:

сГ-Ц
<1сс

У(№
R (1а 240՝ ՝’ з/? (1а А''с!а

75„у/, , А 
г՝-''\2<1а я[я'\/а.] 240 ‘ с1а: ЗЯ3

2ВГ А7.Л
Ф —-у --։֊։-1 я 0 я =0

/г՝ (/;1У - И՝ с1-<р, 5,,/г Г
" 12 </«• " •и120</а3 15 I 15 4 ) <1а'

2 Я,' ^/Ф, 5,,у</„ г/Ф, <р,/|’ ,/г <12.
3 <1а ~ ЗОЯ <1а. " 12 -֊А՛ 10 <1а

Ф1 + з^У1_^.2; = 0

֊[е,', - я,К ֊ </,. -зв, ТФ, = 0

Рассмотрим некоторые краевые задачи.
2. Рассмотрим задачу изгиба внешним электрическим 

потенциалом, пьезокерамнческоп цилиндрической оболочки, когда края 
а = 0,а= ( шарнирно оперты, а лицевые поверхности цилиндрической 
оболочки электродированы. Оболочка предварительно равномерно 
поляризована по толщине (у). Па лицевых поверхностях оболочки 

у = ±^. (р = ±У0 На краях оболочки (а = 0,а = С) (р = 0. Уи = 0.

Система разрешающих уравнений (1.25) для этой задачи примет 
следующий вид

" с1а- R <1а 240к <1а' ЗЯ <1а
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12 <1а R I R (1а] 240/?' 7 (1а՝
_ад

ЗЛ՜ ' Л

_,. ^'՛'(‘:<р мЪ . ^Кф,
" 12 </а' " 44 120 </«-’ 15 I 15 " 4 ) е1а'

(2.1)

1В{(1Ф, .ЧпУ(1г,(1Ф, <РЛ՝_0
3 (1а 30/?

е + в;
(1а 

(Г-Ф,

^£;'Ф' +
2 (1а:

^(1„У0
Л

12
з „„ ‘>՜™ ՛>' 

+ -ВИ—г- —2 1 (а- 8
4у, 
(1а

>֊(֊'»
Граничные условия задачи запишутся следующим образом՛

IV = 0. 7]=0. М, =0 при а = 0.(

<р = 0 при а = 0.1 (2.2)
Л

<р = ±Уи при / = ±-

Учитывая (1.12), для осредненных граничных условий получим
Ф,(а) = 0 Ф.(а) = 0 при а =0,1

Ш (Г-У/ г 1г (1у.
W = 0 — = 0 -7-^ = 5«7^-Г՜</а (1а՝ 10 (1а

(2.3)

Решение системы (2.1) представим в виде
а V л таII = 2_Аи сои------

пп!
,,, . та

= кт—- 
л=1 ’■

V4 лиа
У, =лС сок—

таФ, =1/Лзт — 
л = 1 ’

. та
ф: =2,£,.К>П —

>1=1

(2.4)

которые удовлетворяют краевым условиям (2.3).
Функцию Уп также представим в виде ряда 

>1=1

та 
8ш-— (2.5)

62



где Г„ иниестные постоянные.
Подставим (2.4). (2.5) в (2.1), получим алгебраическую систему

уравнении для определения 
некоторых преобразовании для
получим

Т,
2 </
= в;
з ' в

постояниых интегрирования. После 
искомых постоянных А„, В„, С„. О,, А՜,,

зт,л 

С„ =

т;
В!с1

В.

/»՝ №1 „

вт, Г ,

Е- /г՝ т
ТТе

" 2ЛВ,'1Ие[ ՝ 15 14 ‘I»

(2.6)

— в:2л

бт;^^՜

5Л
^Т,В:-С^

с;,11Т,в 
701

2Л7- (2

I I, наконец,

5/17; с‘

Р1 ли 
И~ Е„ +Л----- 1-к-

" ■ П>1
ВМ--0

е = е/,5 + В,'5^-В

(2.7)

л:=о,./?-7
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7:=|т)
Подставим (2.7) в (2.6) и получим значение постоянных 

Д„, В„. С,,, Ц(, при помощи которых из (2.4) получим искомые 
функции и ,Ф|.Ф,.

3.Рассмотрим задачу изгиба пъезокерамической полубескоиечной 
цилиндрической оболочки, когда край (X = 0 шарнирно закреплен и на 
краю действует изгибающий момент М,

Л-/, =Л'/“. и = 0. И' = 0 при а = 0 (3.1)
л

Пусть на лицевых поверхностях у = ± — цилиндрической оболоч

ки Х} =0. 2? = 0. V’,, = 0. Оболочка предварительно поляризована по 
толщине (у) и на краю а = 0. (р = 0.

Система разрешающих уравнений (1.25) для этой задачи примет 
следующий вид:

" [<1а- R (1а] 240 '5'</« ЗЯ <1а = 0

УК + Д1_^(4.Ж.^ф 0
12 <1а Я |_Я </сгЗ 240Я՝ ' (1а- ЗЯ՜

. ££^4.? с< 2д,'см>,
Л" 12 (1а՝ ' "՝44 120 (1а2 15 С” 4 ) с!а' 3 (1а

Я„ ՝■</„<№, У,1՛'=0
ЗОЯ (1а 12

(3.2)

՛ , зГ1„(Г-\у и',, 12 . , „£.. 4- /?. I (7|Ч 4----- —~7՜ 4 В.И---------------- 1(1.$ 4- В.5дд )----------— £ ИФ։ — 0
11 Ч 1 2 ) Ва - 2 1 да ՝ 8 1 1 1 1 с1а 1г 

—[е;,-в;((/„-</„)Т^—Дг;,Ф, -֊в^-ф, =о
301 " ц 1511 (1а- /Г - 3 1 Я 1
Граничные условия .1а|пииутся следующим образом:
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М, = М”, и =0. w = o 

tp = о

<р =0

а = 0

а = 0

при

при

при

(3.3)

Как и в первой задаче. из осреднениях граничных условий 
получим՛
Ф,(«) = 0 Ф,(а) = 0 при а = 0 (3.4)

IV = о, и = 0.
1г d<p[ 12 ,

da- и 10 da S„h' ‘ '

Решение системы (3.2) U.W.ip, ,Ф, ,Ф. представим в виде:
U = Ае"", W = Fe"", <р, = Се‘։"

Ф,=Ое“". Ф, (3.5)
где A.F.C.D.E. а искомые постоянные

Подставив (3 5) в (3.2). получим систему уравиёйнн относительно 
искомых постоянных A,F,C.D,E,a. Для того, чтобы система имела 
нетривиальные решения, необходимо, чтобы det этой системы был равен 
нулю, откуда получим:

>֊ ) о ( in 3 ))

3 h' _Fl 
ч— R,hir\ —аС,,\

2 I 12 ।
G V’ „ ■.

Р,а
15 -
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СцС/ц

240
В|'Л4о4С,‘ =0 (3.6)

М=^У~[т]

С,';=5„/( Сп=¥ °'^^Г

Р' = 240^"

Л _ зд[£|1 ®,(^” ^и)]
(3.6) является уравнением десятой степени относительно параметра а.
однако, как нетрудно заметить. а., = л։о =0.

Нас будут интересовать тс решения, для которых </г меньше 
пуля.

Вычислим из полученной системы постоянные А. Л-С. о,.
выраженные через Е1

и 8мв;<1„ I -

—+—12Л7 ЗЛ
3/?

2 А

V, - у 4
ИМ в՝“' с՝' +-8՜^15 +

Удовлетворяя решения (3.1) краевым .условиям, определим 
искомые постоянные откуда и получим решение задачи.

4.При отсутствии явления пьезозффекта достаточно в уравнении 
(3.6) подставить <1։1 = 0
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Слагаемые в первых двух скобках уравнения (4.1) возникают вследствие 
электрического поля, а третья вследствие упругого поля.

В случае чисто упругих деформаций для определения параметра 
и вместо (4.1) имеем уравнение

,.«4-5„$£^-аг + 1=0 (4.2)
12(1 —V՜) 10

Учитывая, чго нам нужны тс , для которых решения задачи 
удовлетворяю г нулевым краевым условиям в бесконечности, получим.

я, > о.
Попробуем определить >иину зоны распространения краевого 

аффекта. Аналогично [1. 2|
/?’/г

Из первых двух скобок уравнения (4.1) для параметра «, 
соответствующей электрическому полю, получим:

а," <а', (4.5)
Сравним значения а.. соответствующие этим полям:

(4.6) означает, что решения при наличии электрического поля быстрее 
затухают, чем решения в случае чисто упругих деформаций.
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