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Ընդհանուր անիզոտրոպիայով օժտված շերտավոր սայևրի 
լարվածային ■ դնֆորմայյիոն վիճակի որոշման մասին

Ասիմպտոտիկ ինտեգրման մեթոդով դիտարկվում է շերտավոր սայի ւարվածային - դե- 
•յֆորմացիոն վիճակի ուսումնասիրության հարցը, երբ շերտերը օժտված են ամենաընդհանուր 
անիզոտրոպիայով. Ստացված հավասարումները համեմատվում են դասական տեսության հա­
մապատասխան հավասարումների հետ:

L.A. Aghalovian. Yu.M. Bagdasarian, A.M. Khachntrhin
On determination nf stress - strain state of sandwich - type plates with general anizotropy

Методом асимптотического nnrcrpiipoinimm рассмагрппаегся вопрос определения 
11ДС слоистой анизотропной пластинки, слон которой обладают анизотропией общего вида 
(21 упругая постоянная). Проведено сопоставление выведенных основных уравнений < 
соответствующими уравнениями классической теории слоистых плас тип, когда имейся 
плоскость упругой симметрии.

Рассматривается вопрос определения напряженно-деформирован 
ного состояния (НДС) слоистой анизотропной пластинки, слои которой 
Обладают анизотропией общего вида (21 упругая постоянная). Исследо 
ванне проводится методом асимптотического интегрирования уравнений 
трехмерной задачи теории упругости без принятия каких либо гипотез.

Полное напряженное состояние пластинки образуется из основ 
ного (внутреннего) и краевого напряженных состояний |1|. В работе 
асимптотическим методом построено решение, соответствующее внутрен 
ней задаче. Проведено сопоставление выведенных основных двумерных 
разрешающих уравнении с соответствующими уравнениями классической 
теории слоистых пластин, когда имеется плоскость упругой симметрии

1 .Для решения задач слоистых балок, пластин и оболочек обычно 
используется га пли иная гипотеза. В первых исследованиях нрпппма 
лась гипотеза недеформируемых нормалей для всего пакета в целом [2,3]. 
В последствии были предложены многочисленные модели, обзор которых 
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можно найти, например, в (3-6]. В работе |1] методом асимптотического 
интегрирования построена приближенная теория изгиба изотропных 
пластин Асимптотическая теория ортотропных пластин построена в |7 9] 
В (10] асимптотическим методом исследовано НДС однослойной пластин 
кп. материал которой обладает анизотропией общего вида. В (И. 12] тем 
же методом исследовано НДС слоистой пластинки, состоящей из 
произвольного числа упругих изотропных слоев, жестко соединенных 
друг с другом. Дана классификация двумерных задач в зависимости ел 
величины отношения модулей упругости слабых и несущих слоен.

Рассмотрим пластинку, состоящую из некоторого числа анизо 
тронных слоев. Будем считать, что слои имеют различные толщины //д . 
коэффициенты упругости «,‘п. Общая толщина пластинки 2Л . Илое 

кость отсчета выберем таким образом, чтобы над этой плоскостью распо 
латались п слоев, а под пей т слоев, п./и произвольные натуральные 
числа.

Будем пользоваться декартовой системой коордпиа՛! л'.у.з, рас 
полагая осп Ох,Оу в плоскости отсчета. Введя безразмерные перемен 
ные = х/а. ц = у/«։ С = г/А и безразмерные перемещения

= ии * /Vй’ = ги> /п,И/Ц) = и,(х) /а . где а характерный танген­
циальный размер пластинки, слои пластинки будут задаваться 
неравенствами

<с<;,(к = 1.2.....п). = -1.-2..... -»>)
где
С=^2>, (* = >.2.....«)

С, =-֊!>, и = 1.2.....'»).?„ = о (1.1)

Считается, что на верхней (£ = £„) и нижней (? = £„,) лицевых 

плоскостях пластинки заданы значения компонентов тензора напря 
женин Соответствующие условия записываются в виде
О’, =и1Н Х’(л'.у) (.г,у), сг. =2’(.г,у) при £ = £„ (1.2)
а,. =֊«//։ х (л-,у) (л՜,у), о =֊2‘(л-.у) при £=£,„

Требуется найти решение уравнений пространственной задачи 
теории упругости анизотропного тела при граничных условиях (1.2). 
условиях полного контакта слоев и условиях краевых задач теории 
упругости па боковой поверхности (они пока не конкретизируются). В 
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системе вышеприведенных безразмерных координат система уравнении 
теории упругое։и сингулярно возмущенная малым параметром Ее ре 
шеннс складывается из решений внутренней задачи (основное решение) и 
пограничного слоя (1. 13].

Решение внутренней задачи ищется в виде

(Г =г 'Хг О'1'1 (1.3)
>=։»

где (?։х) любое из компонентов тензора напряжений или безразмерных 
перемещений к ого слоя. Целое число (/ для каждой величины 
выбирается так, чтобы получить непротиворечивую систему относительно

1 В нашем случае эта цель достигается при

<7 = 2 для

<7 = 3 для И/|х։. <7=1 дЛй

</= 0 для о՜1.11 (1.4)
Если считать вклад объемных сил /*՝,(х>./\х1,Г.‘х) того же порядка, что и 

вклад поверхностных сил. будем иметь
/г'«' =£-2’֊„-'Ц |(5.;;,С).(л-,.у).Г|‘' =£-'"«(1.5)

Подставив (1.3) в преобразованные, введением безразмерных 
координат и безразмерных компонент вектора перемещения, уравнения 
теории упругости. с учетом (1.4), (1.5) получим следующую систему для 
определения (2** ։):

"эё + э + дг—+ " =<?<; а<? ас
—— + —— + -*'*•' + Г11 •'ас а») ас

ди՝1" 
%

+«;‘|<т!։" +а;га:։ ՝՜21-• ■ ՛՛ •՛

а1/“ ՝'
= ՝՜21 +«'Са!‘ап

(1.6)
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ли1-՛1
=(,;Х'՝՜2' +<'< ՝ !1

‘А-
А/4" Л^4’1

=  ̂'-" ֊" +<^ чч« •; ■֊"

-֊4-+^_=а;;|0'1‘--" +«,^а',‘-՝-" +«'>‘։,а!‘ ՛■■՝' +</՛« +«;;՛ а; ՝-- +« ■■՛՛
ОС

Л/1 ' Л/14’"%-+%=«|‘>.‘"+4Ч"+“Ж'■

Решив систему (1.6). получим
|у(։.֊1 _ н,и Т7-С՜)

6/11" = +

^.(Х.4 _ ГГ(*3> , -Чл) , хуНХ..!
иИ ""ЬГгу! Ь»10
0-1‘” = 1/2 +^!‘1л) +<»■“ +<” . (л.у)

ст1‘։| = I /6 £1 + I / 2?-^?' + + г"-*1 + а.՜1* '1
где
ги ՝’ = еи 'х'1 '' + ^’’х՝1 ՝’ + В|б’т(‘ '' • (-Т.у)
<‘1" = ^'х,1*՛" + х?" +

г',* '1 = Вц 'е[‘л| + В'^'е? " +В^'си'‘ " , (х,у)
тпб" = " + В^'е? ՝1 +В“'й)'‘ ”
«։—Й + е։).(м’) (/ = 0:1)

«=-(^^) / = 0.1.2

Е',‘՝'-= . Е՛*՝' = <՝'. а)'*" =<՝: + и.^'
у1‘ л__ц .| .л.» _ ц..| «л ։։..»

Коэффициенты В,’)’ определяются по формулам

В!Г =(«’-(аЙ’)2)/П։, =(«Ч‘<)’’)/П- 

(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)
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в!*1 =(<«֊«')/п։. 4"'"“ "ЖН 

в;:՛=(«֊«’)7в» =(«’-«’)/п*

п* = Цй»֊(""’)>« +2"1‘Ч‘^.' ֊«!Г(«^)2 -4ф:’)2 (мп 

Здесь и в последующем, для удобства, запятыми при нижних индексах 
выделены частные производные.

Величины со звездочкой для каждого л՛ известны, если 
построены предыдущие приближения и определяются ио формулам

=£(«п՛^'-'՜՜’’ ЧЧ^՛ ЧЧ!'՜" ЧЧ*՜՝՜*՛)^

=Д-<''ЧЧ*՜'՜'' чч*՛՜" ЧЧ'՜’ Ч<*. чч*՜՝՜1 +^Ч*՝"’к 
V-*- =Дч*՝'||<'՜"+‘^°՝՛'՜" чч*՝՜’ чч;-՝՜’ чч*"՜’ чч;■՝■")< 
<■" =Й‘։£,«1Л +Ц‘,&и" +Ц>1‘"’ ЧЧ*"՜21 ЧЧ*"՜" ЧЧ*՜՛՜" (■՝•*:«.*) 
<" =в,;1|<‘-՝1 +в^&1*" +в,*<у1 •■՛ чч-:| +£о^-" ЧЧ*’՜" < > • 12) 
<1'|=4М''ч!*;>,ч*՝):ч
^М=^(Ч!У)+<Г’+^*"'Х 
а?“" = ֊£'(<'*.■'' +<!;՛> +
где
е;1*՝1 = £Г" = у,;^\ ы-՝1"=и;՝к "+»;"■•՝
а!11 = -(а,1,“в"' + 4‘։В(‘։ + ^’В"1) (1.13)
/»‘‘^-Й’Вп+^’В^’+^В»)

с;։։=-(«[‘’в“,’+«;?’в(:)+4*’в"’) (, = 1.2......6)
Удовлетворив граничным условиям (1.2) . а также условиям 

полного контакта на плоскостях С = £ (к = 1. 2.... п 1. I. 2.... т+1).
все величины можно выразить через компоненты перемещения и1"՝1. 
V1"։) и н’1" '! Для определения же этих величин получается следующая 
система уравнений :
£„М(л։) + Д,р("’’ + £,.,н'("') = р’’’ (1.14)
£,2«(“'։| + Г,,։-1"՝1 + £;։и-'"-" = р!’1
Г,,«1”'1 + £,,Р1"'1 + £„и'<"։| = <7՛''

14



где дифференциальные операторы Л(/ имеют вид

<2՞ д~ д~ / ֊ \
£" =С|1^? + 2С|,'^Л7 + С“Лг (’•2;<5п)

д'- . .д' дг
Ь''֊ ֊ С,« + (с,2 + С«,)^ + с26

д' д* ( \ д' д*
=Р" +Ж|" +2к'^'д^+ку'д^ (|.2;<5л?) (1.15)

дл , ч <94 д4 дл <?4
՛-'" - °1՝ д^4 +^°''-+2О^д^-дг1- + В16 д^'дп +4О1Ь дддп' + °'г дц4

В (1.14) играют роль обобщенных нагрузок, для вычисления 
которых получаются формулы

Р\" =-{Г<” +Г .,))֊Ж-‘-”(С։)-а.

(£ - с
4=1

*=1
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(1.16)

+ХП/з г.ч^)4?[х^'''(?..)-Х^''’(4,)]+

+ 1/2 (С; -£..) /-'.-‘(Х// '"(<,)-Ху ■'■'■'(?-,)) + 
V \л> )

Дш |=‘ "1г )унх .! =„-<хи». "«.,) +-------֊֊֊Ы («,р}
О',

х •"" = х- ,ух"” = у-.г1՝01 = 7.-
х±1.> = г=(«) =2хь> =0 пр11 ^0

Жесткости С, .К.. .0 определяются по формулам

4»1 Ао|

к„ = 1/2Х«'1,(<; -с,)֊|/2ЁйГ’(С ֊;■<-.) 
/. = 1 А-1

4 = 1/ ֊’X «У' (£ ֊ С.) -1 / зХ ' (С ֊ С.,)4=1 Дв|
а операторы £՛“' имеют вид

(1.17)
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" " а<= 16 э&] “ д>г

- В'Ч ^ + (В'֊< + О'»П_£_+ пИ'^_ 
12 ֊4«,: +««, )^Л) + «’<. д>1: (1.18)

^։=֊[в1,Г^-+(^)+2^>)_-—. + □»։<! . о!»|» "■ д^дц + ^
д'

<?»)՝. (1.2)

После удовлетворения условиям (1.2) на лицевых поверхностях, в свою 
очередь, получаются
т("„'1 = X*"’ - I / 2^՜ф’ - <. г1:;,՝1 ֊ а) (х..у) (1.19)

Т1;՝' = г-'" -1/бСт!г> ֊ 1 /2£т£՝> -՝’ ֊) - 
Перемещения остальных слоев выражаются через к1"".։/"՝' и и.՛1“՝’ по 
формулам

и(‘։) = «‘,'*| + £(/,('')(^) (и.'’)

И,’1 ֊՛ = .?"•֊' +Хи,։|','(?,) (к =1.2....п I) (1.20)
/»А

«'-*"=«'“"+£(/-''-։>(^)-£уЬ->>(?_) (ч.У) 
/»։ /»I

»!>՛-* ՛’=։?'՛•’ +5;(к= 1.2....т)
;=1 /=«

а из условий полного контакта между слоями вытекают следующие 
рсуррентные формулы .тля определения Т^о։,,т[*о 1 и Т.у ՝

'г&) = ֊ 1 /2^(^г։,и'иь ֊ г“ чг։))֊

Ч[(АГ՛^՛-" +4Г'^’-'))֊(4^‘-'<^>^‘Ь1(£)֊<тЛ£) (х. г)
ти..> = та*1.) +, /3£(д«-%<^ <1 _ ^։>„Л֊1) +

+1/2;Цд.1,1;"»'14” + ду'Ч-1“1 ■> - д'*’«1*" ֊ лун'* ■’)+

После решения системы (1.М). остальные функции, входящие в
(1.8). определяются по формулам (1.9). Таким образом, определяются 
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все напряжения и перемещения, в том числе и напряжения о\. ,0՜; и 

О՜?’ , которыми, как обычно, нрснебрегаются в классической теории 
пластин.

2.Сопоставим полученные результаты- с результатами по 
классической теории пластин.
/Для этого вместо напряжений введем в рассмотрение статически 
эквивалентные им внутренние силы и моменты по формулам

Л"' = хг <rI'՝X+ZL (л-..v)
4=1 *>-• ։а|

(го
4=1 1=1 *-•

= ZГ X Ы
4 = 1 4 = 1

w ,r "I ,r
W'." = tГ fr!'X+Z L '"«'X (.v.y). = 1 < = 1

Ч '=ZJ. ^:'.X+ZJ. "<н;4=1 1=1 * '
Используя формулы (2.1). (1.8) (I 10). для тангенциальных и
поперечных сил, а также для изгибающих и крутящих моментов имеем 
т'" = к,,/,-1 + к12х\" +К|ъг"' + с,,£,'՝' +с,,£1-’ + с,Х’ +7-;1" 
(-՝•-.՝■)
5՛" = + К2„Х:" + К№т'" + С16£,"1 + С,6£1" +С„.й>,'> + 5Н"

у)
м\" = OuZ,'" + О,,/?' + D,ftT՛ ” + КцЕ,1’1 + К,2е\" + К,„ш'" + М՛'" 
Н"՛ = О,Х' +О№т(" +КИ։£;՝՛ +к2,.е'2'1 +К,„а)1'1+Н-"1 (2.2)

^1'
/<'՛ = ՝ ՛- №’ %dq- ^-dq s'

■՛"- о

д'-и'՛՛'1
К,

d-u... . <2>։)
+ ~K"' d&q + “ dif + 16 d^֊

+ *:t. Л?: +(^> + ^,) +/V,‘” (a-.v)
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т '"’ = £Г а-;"՝|+Х^1пи,'(л’) ^+

(2.3)

и . <Т—Г Н1 , Л-1

,-| £=։ .=։ ’ >-1

+ (/; (х,у)

Величины 7'/(։,,5 11..... определяются аналогичным

а операторы имеют вид

4н=Во +25|6^Л)

(<■1 =В0>А + Во։2.
С,: |; Л; 31; (2.4)

образом, меняются лишь операторы ц У Они здесь не 
при водятся, их воспроизвести нетрудно.

Уравнения (1.14) и соответствующие соотношения (I 7)-(. 1.9) или 
(2.2). для нулевого приближения совпадаю! с классическими уравнени­
ями анизотропной слоистой пластинки, когда для каждого слоя имеется 
плоскость упругой симметрии, параллельная срединой плоскости хОу и 
принимается гипотеза Кнрхгофа-Лява для всего пакета в целом. Усилия, 
моменты, а также жесткости и компоненты деформаций классической 
теории (они размерные, отмечены нами черточкой) выражаются через 
соответствующий величины пулевого приближения при помощи формул 
Г, =/1е-2Т‘"՝ (л. у), 5=Лг '5"”

М, =11:£-гМ\т =а:М™ (л-.у). Н=а2Н,т

С^ИС,,, О„ =1,'О„ (2.5)
/,=«-՛£-՛ т=«4£'՝т(“1
ё, =£:£։°', ё, = е'2£՝°\ ш = £':(1}{а’
Следовательно. гипотеза педеформируемых нормалей с определенной 
точностью применима и для слоистых пластинок с общей анизотропией. 
Лишь необходимо при определении <7,‘ .(г!*1 и и первых 
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уравнениях обобщенного закона Гука наряду с нормальным напряжением 
СТ՛“ пренебречь также влиянием касательных напряжений ст“',ст“'

В ходе асимптотического интегрирования напряжение СТ.1*’ 
появляется в основных соотношениях, начиная с приближения 5 = 2. а 
напряжения ст” 1 и СТ՛“ с приближения 5=1. Это означает, что 

пренебрежение О՝'1 приводит к формальной погрешности порядка 
О(ъ՜2). в то время, как пренебрежение напряжениями <7,1,1 и ст“’ 

приводит к погрешности порядка О(е). Следовательно. гипотеза
Кирхгофа Ляпа для слоистой пластинки со слоями с общей анизотропией 
(21 упругая константа) приведет к большой погрешности, чем в случае, 
когда слои ортотропные или имеют плоскость упругой симметрии.

На примере двухслойной пластинки, слои которой обладают՛ 
анизотропией общего вила, выясним, каков вклад общей анизотропии.
если пожелать уточнить классические уравнения, когда принимается 
гипотеза Кирхгофа Ляпа Для этого вычислим обобщенные нагрузки, 
входящие в правые части уравнений (1.1-1). соответствующие 5=1.

+(«,’- +(4? ֊ X”+(С -

р"1 = )£ - (/>!;" х + /Д;"Г К, + (2.6)

+ (д'” ֊ £՛„ ”)и1"’ +(д1„|! - Д1;,")»"" - д’,2”)и<0’
</"’ = +р11’г)-1/2^,(/<|!Х- +р?,։г) +

+1 /С^Х + р;"Л|,’)и՛"1՛ -1 /4й(р;-,։4^ +
ф(»’

Входящие в (2.6) операторы имеют вид

р:

„<■> А + с.<->_£_.
дп

др" , др" .

р"=Ь"

д1

д 
дп +

,1 д'-

<4' 5)
д-

—:— + —— = а------ в V------- во —।—
<?£ дг) 4 4 д&г] 4 дгр

(4, 5)

С, = ֊1 х(р;х՛ + 1 /бс: (/<’£'',՛ + р;х՛)

4а =ЧЧр!.Х + Ры4') (I. 2: 4, 5; п.и)

(2.7)

д?,’ = ֊ 1 / 2<,- + (дм + р!;’+ р,4 4’] ('=։• 1)
Если обобщенные нагрузки р^’.с/1" имеют порядок
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(2.8)
то поправка от приближения л = I будет порядка первого члена в 
разложении (1.3) и асимптотика (1.4). следовательно. и класическая 
теория Кирхгофа Лява. не будут верны. Тогда. необходимо либо искать 
другую асимптотику, либо решать трехмерную задачу численными или 
другими методами. В практических приложениях такие случаи можно 
исключить, варьировав размерами пластинки.

Из выражений (2.6) для обобщенных нагрузок вытекает, что 
условия (2.8) могут выполняться в двух случаях:

а) внешние силы имеют большую изменяемость, б) для 
материалов, обладающих сильной анизотропией, т. е. когда имеют место 
соотношения

о(£՜*) (/ = 4,5; к =-1, I) (2.9)
Поправки от приближения .у = 2 будут важны, если

с!1’֊ О(е՜2) (i = 3, 4, 5; А = 1, 1) (2.10)
в чем можно убедиться, если вычислить приведенную нагрузку для 
приближения л'=2.

В заключение оjметим, что построенные двумерные уравнения и 
соответствующие им решения верны во внутренней области пластинки. 
I. е. начиная с расстояний от боковой поверхности, равных зоне 
простирания пограничного слоя. Решение погранслоя и вопрос его 
взаимодействия с внутренним НДС рассматривается как в 18. 9. 141.

The research described in this publication was made possible in part 
by Grant No MVSOOO from the International Science Foundation.
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