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Рассматривается распространение сдвиговых поверхностных волн вдоль периодически неровной 
границы упругого слоя с подложкой. Исследуются полученные дисперсионные уравнения с точки 
зрения существования и взаимодействия двух типов сдвиговых волн.

Большая практическая значимость привлекла к проблеме распростране­
ния поверхностной акустической волны в периодических структурах интерес 
многих исследователей [1-5]. Для строго синусоидальных неоднородностей с 
периодом, равным или близким длине поверхностной волны, задача 
распространения волны Лява была решена в работе [1]. Решение этой же за­
дачи для любых периодических неоднородностей и исследование влияния 
формы этих неоднородностей на затухание поверхностной волны приведено 
в работе [2].

Метод решения задачи, используемый в [3], приводит к независимости 
скорости распространения поверхностной волны от неровности поверхности 
и результаты сводятся к исследованию амплитуды поверхностной волны в за­
висимости от степени неровности.

Применяемый подход в работе [4] показывает, что уже в первом прибли­
жении скорость сдвиговой поверхности волны существенно зависит от харак­
теристики неровности поверхности.

Как известно, при ровной границе раздела в изотропном полупростран­
стве (в случае антиплоского напряженно-деформированного состояния) по­
верхностная волна не распространяется. Однако, немалоизвестно, что с при­
бавлением слоя на полупространство, при определенных условиях появляет­
ся сдвиговая поверхностная волна (СПВ)- волна Лява. С другой стороны, из­
вестно также, что материалы с неоднородными поверхностями [5] допускают 
распространение СПВ. Представляется интересным задача, в которой имеет­
ся слой (щ, р,) с неровной поверхностью раздела с подложкой (ц,, р,) с 

точки зрения влияния неровностей на существование волны Лява, и наобо­
рот, влияние слоя на существование волны от неровностей.
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1. Пусть поверхность раздела слоя с подложкой в прямоугольной декар­
товой координатной системе (х|։ Х2, х3) задана уравнением

х2=/(х,) (1.1)

Ось Ох, выбираем параллельной, а ось 0х2 - перпендикулярной к верх­

ней поверхности слоя. Слой занимает область -Л < Х2 <У(х,) (фиг. 1).

Поле упругих перемещений задается в виде

и^=0, и{}‘} =и։(х„х2,1), /=1,2

Уравнения движения в слое и в подложке, соответственно, записываются 
следующим образом:

(1.2) 

где

с,2=—, /=1,2, д = 52+а2 
р,

При такой постановке задачи граничное условие на свободной от механи­
ческих нагрузок поверхности слоя х, = Л примет следующий вид:

= 0 (1֊3)

Непрерывность перемещений и напряжений на поверхности раздела слой- 
полупространство (1.1) выражается следующими соотношениями [1]:

Р]=°> Ы֊Ы֊֊=о
1 (1.4)

где
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(</1-1/,-ц. Ы=ч”-<'
Допустим, что нижняя поверхность слоя изменяется по гармоническому 

закону, т.е.

х2 = /(х,) = асоз у2х.
(1-5)

где V, = 2п / Л • Л - период неоднородностей, а - амплитуда (а < Л). В 

дальнейшем предполагается, что неровности являются слабыми

£ = па / Л < 1 (1.6)

Такое предположение позволяет граничное условие (1.4) удовлетворять на 
плоскости х2 = О

Решения уравнений движения в подложке и в слое ищем соответственно в 
виде

СО
и, =ехр(/й>/)2У„(х2)5։пу„х1 

п=1

и2 = ехр(/со/)ХФ„(х:)8т У„Х, 
п=1 (1-7)

где Ул = тш/Л. Далее, следуя по методу, изложенной в работе [4], для 
СПВ первой формы (и = 1) перемещения и дисперсионное уравнение в пер­

вом приближении запишутся соответственно:

Ц = А ехррсо I - ка, х, ] в! п кх1

и2 = [581п(Аа2х2) + .йсо8(£а,х,)]ехр(/а>/)8’|пЛх|

где

а, = (1-у2/с2)'' и а2 = (у2/с2 ֊ 1) (1.9)

gа2tg(^Aа2)-аl+8(l-g) = 0 (1.10) 

где

^=Ц2/Ц1

Здесь и в дальнейшем под V = V, = (О / к и к = У։ будем понимать, соот­
ветственно, фазовую скорость и волновое число поверхностной волны пер­
вой формы. Необходимо также отметить, что при выводе решений (1.8) пред­
полагалось, что а, является реальной тогда, когда а, может быть только 
реальной в силу затухания волны в подложке.

Легко заметить, что при £ = 0, т.е. когда слой имеет плоские границы, то 
дисперсионное уравнение (1.10) приводится к классическому дисперсионно­
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му уравнению Лява.
2. Рассматривая длинноволновое приближение (Л՜/? —> 0), заметим, что 

при е'(1 —<1 вдоль периодически неровной границы раздела слой-под­

ложка распространяется СПВ со скоростью

Уо=е|[1-е2(1֊^)2] (2.1)

которая больше, чем фазовая скорость СПВ распространяющейся вдоль пе­
риодически неровной границы полупространства [4]. Исходя из последнего, 
можно утверждать, что при е‘(! ~ g) I поверхностной волны нет.

В зависимости от взаимного расположения трех постоянных величин 
С,, С2 и Уо, возможны три разных варианта расположения дисперсионных 
кривых [6].

Рассмотрим первый вариант:

Уо < С, < с2

Как следует из (1.9), а, становится мнимой. Пусть а, = /0,, где 0, яв­
ляется реальной. Тогда, дисперсионное уравнение (1.10) преобразуется к ВИ­
ДУ

^02Л(Лй02)+а|-е(1-^) = О (2.2)

Сразу же отметим, что последнее уравнение при g > I решений не имеет. 
Этот вариант допускает единственную моду распространяющейся по­
верхностной волны, являющейся модифицированной волной Лява (фиг.2)

Однако, отметим, что такая мода не существует при отсутствии неровнос­
ти границы, в чем легко убедимся, поставив в уравнение (2.2) е = 0. При 
возрастании величины кИ, коэффициент затухания волны а, монотонно 
убывает, а фазовая скорость монотонно возрастает, начиная со значения у|( 
до конечной величины уи, которая меньше, чем скорость сдвиговой объем­
ной волны подложки С,. В коротковолновом приближении (к/1 —> оо) опре­
делим асимптотическое значение Ую, к которой стремится дисперсионная 
кривая. Тогда, уравнение (2.2) преобразуется к виду [5].

82



g[l-v2/c2]'' +[l-v2/c2]'՜ = e(l-g) (2.3)

Обозначим v2/c2 = sin2 <p, тогда

1 - v2/c2 = cos2 ф, l-v2/c2 = 1-0՜'sin2<p, 0 = ~t 
ci

а уравнение (2.3) приводится к виду

cos2 <р - 2е( 1 - g) coscp+e2 (1 - g)~ ֊ g2 (1 - 0՜1 si n2 <p) = 0 

отсюда определим

coscp = |e(l-g)±g[s20",(l-g)2+(l-o1)(l-gp)j |(l-gp) ' 

где
P = P:/P,

Оказывается, что такая волна может существовать только при выполнении 
определенных условий. Выводим эти условия, исходя из того критерия, что 
фазовая скорость V существует при kh —> оо. Последнее имеет место толь­
ко в случае, если уравнение (2.2) будет иметь решение. Используя следую­
щие оценки

(l-v2/c2)'' >(1-с2/с2) = 0

(1-v2/^2)12 >(1-1/0)"2

и учитывая предположение (1.6), необходимое условие запишем

g(l-g) '(1 -1/0)' 2 < е < 1 (24)

Однако, потребовав, чтобы левая часть последнего неравенства была 
меньше единицы, получим

(2.3) и (2.4) составляют условия существования модифицированной по­
верхностной волны для первого варианта. При С։ = С2 эти условия упроща­
ются:

0 <е < 1, g< 1.

Во втором варианте имеем следующее расположение скоростей:

С2 < Уо < С,

Здесь а, становится реальной, и следовательно, рассматривается дис­
персионное уравнение (1.10). Соответствующие этому случаю моды изобра­
жены на фиг.З. Как видно, они мало отличаются от классических мод волны 
Лява, а при ровной границе раздела с точностью совпадают с ними. Первая
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V

В последних двух вариантах с возрастанием фазовой скорости возрастает 
глубина проникания поверхностной волны.

В конце отметим, что характер изменения мод волны Лява в рассматрива­
емой задаче аналогично характеру изменения электроупругой волны в систе­
ме "пьезоэлектрическое полупространство- проводящий слой" [6].
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