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On the plane vibration of circular diskes

В работе отдельно рассмотрены осесимметричные радиальные и тангенциальные колебания 
дисков с постоянными толщинами. Решены конкретные задачи. Получены окончательные выраже­
ния для соответствующих перемещений.

В настоящей работе рассматриваются задачи о плоских колебаниях кру­
говых дисков, когда частицы диска совершают движения, оставаясь в своей 
плоскости. При этом, как обычно принято [1], отдельно рассмотрены осесим­
метричные радиальные колебания, когда любая частица движется только 
вдоль соответствующего радиуса, и тангенциальные колебания, когда движе­
ния частиц происходят по соответствующим окружностям.

1. Рассмотрим диск постоянной толщины в виде кругового кольца с внут­
ренним и наружным радиусами и г2, соответственно. Пусть внутренний 
контур диска закреплен, а на наружном контуре действует давление интен­
сивности q, которое в момент времени / = 0 внезапно снимается. Тогда 
возникнут свободные осесимметричные радиальные колебания.

В этом случае уравнение движения есть

а напряжения аг и аф определяются через' радиальное перемещение 

«(/',/) следующим образом:

Е (ди Е (и
------՜— + v-. ст =------ -- —+ v— 
l-v"VSr г) ф l-v2\r dr) (1-2)

где Е, V, р- модуль упругости, коэффициент Пуассона, плотность материа­
ла диска, соответственно.

В силу (1.1) и (1.2) уравнения движения относительно н(г,/) имеет вид
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д2и 1 ди и _ 1 с? и 2 _ Е

дг2 г дг г2 а2 д!2 (1-у2)р

Для рассматриваемой задачи граничные и начальные условия будут: 

„ ди и
1)приг = г, « = 0 2)приг = г2 — + у— = 0 (1.4)

дг Г

ди
3) при I = 0 — = 0

^(1-У1) (
4)при 1 = 0 и = -֊7------———------—т Г-—£[(1+у)г2+(1֊^< -]к г)

Отметим, что последнее условие в (1.4) получено решением статической 
задачи до снятия давления С].

После разделения переменных («(г,/) = Я(/')7’(/)) из (1.3) получим 

2 
R

1

ИЛИ

Я" + -Я'
г2 а2 Т

= -со2 (1.5)

Л" + -Я' + ((»2-4Ъ = 0 
г к г )

Т"+а2а>2Т=0
(1.6)

Общие решения уравнений (1.6) имеют вид 

R(r) = А^аг) + Л^(сог)

7(/) = В, сояасо/ + В, яшасо/ (1.7)

Удовлетворив первым двум условиям (1.4), получим следующее трансцен­
дентное уравнение относительно СОД,, имеющее неограниченное количество 
корней

■Ж.) и(Ц-(1-у)О
Ж) ^г0(и֊(1-՝Ж)’

(1.8)

а в силу условия 3) В, = 0. Поэтому, решение задачи принимает вид

"('■> ') = Ё С4^ (® ьг) - / (® л'՜)] соясо „а! (1.9)

л=1

Для определения величин С„ следует учесть, что функции в квадратных

R
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скобках (1.9) ортогональны в интервале <Г<Г, с весом г. Тогда, удов­
летворив четвертому условию (1.4) и определив Сп, после некоторых преоб­
разований решение рассматриваемой задачи окончательно представим в ви­
де

. то//(1-У2)Х,/) =---------X■ 1 Е

Д Ж^ЖНМЖ)]
жж) -о - жлГ ֊1+
х[Ж)Ж*) ֊ЖЖ*)] С08^/

Г2

(1.Ю)

(х = г/г2)

В случае сплошного диска (г, = 0) решение задачи существенно упроща­

ется. Пропуская подробности, приведем окончательные результаты этого слу­
чая.

“(*>') = СОЗ֊™ 7 
гг

(1.11)
Е

где представляют собой корни следующего трансцендентного уравнения:

^ЖНЖЖЬ0 (1.12)

В таблице приведены несколько первых корней уравнения (1.12) при 
трех значениях коэффициента Пуассона.

Из таблицы видно, что по мере возрастания п влияние изменения коэф­
фициента Пуассона на корни £ становится все меньше и меньше.

Таблица

п
V 0,2 0,3 0,4

1 1,9844 2,0488 2,1092
2 5,3702 5,3894 5,4085
3 8,5600 8,5719 8,5837
4 11,7232 11,7318 11,7404
5 14,8771 14,8838 14,8904

2. Рассмотрим теперь тангенциальные колебания диска.
Пусть внутренний контур диска (/' = г,) закреплен, а на внешнем контуре 
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(г = г,) действуют касательные напряжения (т0), которые в момент време­

ни 7 = 0 внезапно снимаются. Тогда возникают свободные тангенциальные 
колебания.

В этом случае уравнение движения относительно полярного угла 
<р(г,/) имеет вид [1]

32ф 3 Эф _ р д2ф 
ё а/2 (2-1)

где С - модуль сдвига материала диска.
Учитывая, что здесь реальные перемещения точек и(г,/) отсутствуют, а 

перемещения в тангенциальном направлении у(г,/) происходят по окруж­

ностям, имеем у(г,/)=гф(г,/).

Поэтому уравнение движения относительно будет

а2 V 1 Эу 1 1 а2 V
дг2 + г дг г2''' а2 д12 ’ «,2=С/р (2-2)

а для касательного напряжения будем иметь

т = Сг—~ 
дг

(2-3)

Для рассматриваемой задачи граничные и начальные условия будут

^ = 0
1) при г = г} V = О 3) при / = О (2.4)

ау V Л п тог2 г;
2)приг = л2 —- —=0 4) при / = 0 у = —?|г֊7

Как видно, эта задача в принципе не отличается от задачи, рассмотренной 
в предыдущем пункте. Поэтому, не останавливаясь на ходе решения, приве­
дем окончательные результаты решения рассматриваемой задачи.

Таким образом, пользуясь принятыми выше обозначениями, для тангенци­
ального перемещения будем иметь

V

СО

(2.5)

X

х[^(Ап„)/(п„Ч-/(^л)/(пл)]С05“-/
Г2

где Т|л = Оиг2 представляют собой корни следующего трансцендентного 
уравнения:
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/(*•»!„) = пЛ(Пп)-2Л(п„) 
пЛ(п„)-2^(п„)

Рассматривая решения приведенных здесь задач, заключаем, что при ко­
лебаниях частицы диска, как и в случае продольных колебаний стержней с 
переменными поперечными сечениями [2, 3], совершают непериодические 
движения и поэтому говорить здесь о периоде колебаний не приходится.
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