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համար մի խսար խնդրի մասին

Աշխատանքում դիտարկվում է տսւնւսյին անիզոտրոպիայով օժտված երկու տարբեր սեպերից 
կազմված բադադրյսդ սեպի հակահարթ լարվածային վիճակը, երր այն սեպերի ւկւացման զծի 
երկայնքով թուլացված է վերջավոր ճեւլքաի որի ափերից մեկի վրա ւրրված են րսրումներր. խւկ մյուս 
ափի վրա ազդում է հարթ հիմքով րացարծակ կոշւր դրոշմ:

Մրացված են խնդրի որոշիչ հավասարումները, երկրորդ սեոի սինզուլյար ինտէպրսդ 
հավասարումների տեսքով, եւ կառուցված են նրանց փակ լուծումների:

V.N.Hakobian

On a mixed problem Гог an anisotropc composite wedge involuing a crack

Много работ посвящено исследованию напряженно-деформированного состояния однородных и 
кусочно-однородных тел, содержащих концентраторы напряжения различного типа. Отметим из них 
работы [1-6], которые наиболее тесно связаны с настоящей работой.

Здесь рассматривается антиплоское напряженное состояние анизотропно
го составного клина, содержащего щель, на одном из берегов которой 
действует штамп с плоским основанием. Построено замкнутое решение пос
тавленной задачи.

1. Пусть упругий составной клин из двух разнородных клиньев, изготов
ленных из материалов, обладающих цилиндрической анизотропией, с углами 
раствора а и Р соответственно, по линии соединения на отрезке ос
лаблен щелью и деформируется под воздействием плоского штампа, кото
рый действует на нижний берег щели, а также касательных напряжений 
т։(/'), приложенных к верхнему берегу щели. При этом считается, что боко

вые кромки клиньев свободны от нагрузок, ось цилиндрической анизотропии 
проходит через вершину клина и имеет место соотношение ИЯ, = Р«2 = у. 

Здесь а։ = -Jl-c/J / (i = 1,2) комбинации упругих постоянных клинь

ев.
Необходимо определить контактные напряжения под штампом и по линии 

соединения клиньев, коэффициенты их интенсивностей в вершинах щели, а 
также раскрытие щели.

Для определенности в дальнейшем все величины, касающиеся верхнего 
или нижнего клиньев, будем снабжать индексами 1 и 2, соответственно.

Тогда, поставленная задача математически формулируется в виде следую
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щей смешанной граничной задачи:

Т»;)(Г>^) = (''>-₽) = 0; (0 < Г < со)

т'^(г,0) = ։։/|(г,0) = М'г^.о); (0 <г <а, Ь <г <оо) (1.1)

тУ;,(г,О) = т,(г); м-2(г,0) = 0; (а <г<Ь)

Заметим, что функции перемещения и», (г, 3) (/ = 1,2), каждая в области 

своего определения, удовлетворяют уравнению [7]

д2ы, 1 дш, 2%. Э2М'| 1 З2«',
ада+7^՜"0 |,-2)

где X, = - соотношение упругих постоянных соответствующих мате
риалов [7]. *

Интегрируя уравнения (1.2) при помощи интегрального преобразования 
Меллина и удовлетворяя условиям (1.1), для определения меры раскрытия 
щели И'(г) = И',(г,0) - ^(г.О) (а <Г<Ь) и скачка напряжений, действую

щих на берегах щели, т(г) = Т^г՜)-Т2(/') (а <Г<Ь), получим следующую 

систему сингулярных интегральных уравнений второго рода:

6 (п- V'21'”(Г) - Т՜ I ХАл/Т (')

' а 0 '

1 г г-17 '^».л/г *(Ф'-о = 0 (1-3)
I а Г0 '

при условиях

Ь
|т(/)г/г = То; и'(л) = щ(Л) = 0 (1.4)

а

Здесь

а

а Т2 - действующее на штамп усилие.
При этом контактные напряжения вне щели определятся формулой 
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ь, ( ■ г/2г

= г(у+у ) (0<г<а- Ь<г«п] (1.5)

Чтобы построить решение системы (1.3), перейдем к новым переменным 
Х = Г,։/2т, 5 = Г*12'1 и введем в рассмотрение новые функции ф,(х) 

(/ = 1,2) по формулам

Ф,(х) = х2’"’։т(х21""); <р2(х)=у|х22'”м-'(х21гМ). (1.6)

Далее, продолжив эти функции на отрицательную полуось соответственно 
нечетным и четным образом, придем к следующей системе сингулярных ин
тегральных уравнений:

Ф! (х) ֊ ֊ = у (|х|) зеп х
п լs х

Ф,(х)--р^֊<&=0

Л 5-х

(1.7)

условия же (1.4) примут вид:

х 2у °’ X I в|

где

Дх) = Ах21""т,(х21,/’’); у = у2/у,

а1=а"'21'; Ь>=Ь1'12'1; Л = (-6,, -а^а,, />,)

Умножая второе из уравнений (1.6) на +>/У и суммируя с первым, для 
определения функций ф±(х) = ф,(х) ± т/уф2(х) получим отдельные инте

гральные уравнения:

ф±(х) +—j-^^■4Zs = /(|x|)sgnx (хеЛ) (1.9)

Я £ 5-Х

Очевидно, что после определения функций ф±(х) из (1-9), легко найти 

функции ф,(х) (/ = 1,2) по формулам:

Ф1М = ֊[ф+М+Ф-(*)]; ф2(х) = ^^[ф+(х)-ф_(х)] (1.Ю)

2. Приступим к решению уравнений (1.9) в случае, когда щель конечная и 
не выходит на вершину клиньев, т.е. когда 0 < а < Ь < со.

Общее решение уравнений (1.9) имеют вид [6]
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! ч /(W)sgnx , Vv. 
4,tW = _. ,±

■x) 1 Г /'(M)sgns , .
wj<xs“ °"

Здесь

^■(•v)=-7i1 * * * sgnr

1 J 1 fT %(x) X(-x)l/(|j|)sgn5

2(1+ v) [я L. X(s) + Z(-j). s-x

+ с։[/(х) + Д-х)]+с1х[/(х)-/(-х)]

где с, = ct՜ = -cf; c0 = c; = c՜.
Удовлетворяя условиям (1.8), найдем

(z>,+x) T'(a,+x)r' '(x-a,) У|(/>!-x)Yl ' (a, <x <A,)

(/>,+x) Г'(-«|-хГ' '(«,֊x) Y'(il-x)7' ' (-Z>, <x<-a,)

p*(x) = C^x + Cq - многочлен первой степени с неизвестными коэффициен
тами с. (j = 0,1) и

0 < У, = ֊ args < 1
2 7t

При этом, под arg' нужно понимать то значение аргумента числа g, ко
торое находится в интеграле (0,2л).

Подставляя значения функций Ц/*(х) из (2.1) в (1.10) и учитывая при 

этом нечетность <р,(х) и четность <р,(х), получим

/ч /(|x|)sgnx Vv J1 ri X(x) ^(-xjl/däOsgnj.- 
<PiW=—хТТЩ-

, (2.2)

+ c0[A֊(x)- Д-х)]+с1х[Дх) + А'(-х)] [•

<p,(x) =

(2.3)

/(H)^ 
Н%(х)՜ у - г

J _ 11— Г 58п'у
1 7t (ii х L.X{s)+ X{֊s) _ s-x 

лЛ[Дх)+(-1)'Д-х)]4г.

о, Х
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После определения ф;(х) (у = 1,2), при помощи интегрирования и фор

мулы (1.5) легко найти раскрытие щели, контактные напряжения вне щели, а 
также коэффициенты интенсивности контактных напряжений в концевых точ
ках щели.

Вычислим вышеуказанные величины в одном частном случае, когда

т.е. в случае т,(х) = 1-2Т/КДх)= 7,’х, . Подставляя значение функции

Дх) в (2.2) и (2.3), вычисляя полученные интегралы и переходя к исходным 

переменным, для т2(г) и М^г) получим следующие выражения:

т2(г)=- (2.4)

,v'(r) =֊[(5Д’’/21' +B,r’'/2y)e-(r։’/:’) + (J52r"'Y +50)O+(r’,/2’)] (2.5)

vi7

(«</•< b)

Здесь введены обозначения

е±(х)=%(х)±д֊х)

1 2(1 + v)
11 2(1 + у)Ср в>~ (У = 0,1,2,3)

4 = -1УI (1 - У: )(2У! - 0( V «I )(2«1 + - «Л )

Z1=֊2y1(l-yl)(a12+A2)֊a1i։(2y,-l)2

/2=(б,֊а,)(2У1-1); 73 = 1; с, =0 (у = 2,3)

Далее, используя формулы (1.5) и (2.5), для контактных напряжений вне 
щели и раскрытия щели получим:

* *’'=՛ Ж“’) - Х.М]+

+(Я2г11/’' + Л0)[а'|(г’’'21') ֊ %2(г”'2’)] - 2Л։г’'2’}

(0<г <а; Ь<г <оо) (2.6)
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и'(г) = — |[(я/л/2у + В/^О- (г՛’* 1'21') + (Дг"'т + В^ (г"'2 3 4 5’')] — 

1 а ?

„ „л ^^А^-А^ + А^-А,]
К‘"(Ь>- л(!-?,).

2|/2-т‘(1+у)(я-1)Л 2у ' {а1112՛1+Ь1'12',}'1'{Ь1'1г'1-а1'12'1}'՜՛՛'

Аналогичным путем можно вычислить Кш(а) и в случае

Г. <У2-
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(а<г<Ь) (2.7)

При этом

^(х) = (х + 6,)-^х + а,р֊'(х֊а,)^(х-6,Г

(./ = 1,2. у, = 1-у1֊ О < х < а,; />, < х < со)

Теперь вычислим коэффициенты интенсивности Т3.(г) в концевых точках 

щели а и Ъ. С этой целью предположим, что у, >у2. Тогда будем иметь

Хл,(й) = 72^Кгп(а^-/-’/2’Рт84)

/Гш(/>) = ^1п>п(г"'2у֊У/2у)1''т9..(г)

Вычисление этих пределов для К.ш(а} и К1П(д) дает следующие значе

ния:

„ , х 1^^А3аМ2''+А2а:'1'1+А1а7''2'1+А„]
К'Ла)~ л(1-ъ)

г'^'р + у)^֊!^ 2у (a։^/2y+6։^'2y)1''(г>"2y-a^/2r)l՜У'
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