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А.Н. Babloyan , V.S. Makaryan

Dual Integral Equations, Involving Combinations of Trigonometric Functions

Парными уравнениями занимались многие авторы [1-7]. Общие подходы 
для решения отдельных классов парных уравнений предложены в работах 
[4-5]. Обзор по парным уравнениям содержится в работах [4-5].

В данной работе рассматриваются парные интегральные уравнения, со
держащие следующие комбинации тригонометрических функций:

X(ß,/) = ysinß/-ßcosß/, T)(ß,Z) = ycosßf + ßsinßz (0.1)

Разложения по функциям (0.1), а также рассматриваемые здесь парные 
уравнения встречаются в задачах теории упругости при удовлетворении гра
ничным условиям в радиальных направлениях [9,11]. На полуоси (0 < է <оо) 
формулы разложения произвольной функции в интеграл Фурье по функциям 
(0.1) имеют вид:

/(/) = 2уЯ0(уК^/(х)е-^+-jX(2ß’°f j/(x)x(ß,x)rfr
о 71 о ß + Y о

ОО
/(/) = -2уЯ0(у)е-'7//(х)е^с& + 

о
(0.2)

2p(ß.<Xß 
nJ„ ß2+y2

со

J/(x)n(ß,x)r& 
о
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где у - произвольное число, а //0(у)- функция Хевисайда

у > О 

у < О

Для полноты здесь же приведем соответствующие формулы разложения 
для конечной области (0<։<Т)

/(/) = | } /(х)е֊”<Ь +

'о 1 е о

1 А=1 Р 0

где

Х1.(/) = у51пР1./-Р։.со5р1/, Р։=у

Л» (1) = У совру + Р;. втру

(0.3)

(0.4)

При у =0 из (0.2) и (0.3) получаются соответствующие формулы 
разложения по синусам и косинусам.

При решении парных интегральных уравнений используются формулы 
обращения интегральных уравнений Абеля, разрывные интегралы Сонина и 
др. Все эти формулы содержатся в книгах [4, 5, 7] и др., поэтому здесь не 
приводим.

Сперва рассмотрим парные интегральные уравнения

СО

Ае^ + / р'Г(р)(1 -у(Р))х(РУ)^Р = /(/)
О

(а < / < оо)

<0

сЛе" +{Г(р)х(Р,/)</р = ^(/) 
о

(0 < / < «) (0.5)

где / = ±1,у>0 и С - заданные числа, /(/) и у(/)- интегрируемые, а 

- кусочно-дифференцируемая функция, причем существует такое число

£ > 0, для которого имеют место

Нт / (/)еи = Пту/е“ = 0 (0.6)

В уравнениях (0.5) неизвестными являются коэффициент А, функция 
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У(Р), а также значение первого (второго) интеграла в области 0 < I < а
(а < / < оо).

1. Первый способ решения при /= 1.
Умножая уравнения (0.5) на е՜1' и проинтегрируя первое из них в преде

лах (/,со) , а второе - в пределах (О,/) , получим

со

]’рГ(Р)[1-у(Р)]з!пР/</р = /,(/) (а<1 <оо)
О

со

I У(Р) 31 пр/г/р = ֊£,(/) (0</<а) (1.1)
О

где

л с А

Л (') = /, (0 - . & (/) = &(/)-—
2у у

СО /

/ (/) = ]"ет('’х)/(х)с&, ^(/) = |егМ^(х)<& (1.2)

I о

Парные уравнения (1.1) рассматривались в’работах [2-7], где они с использо
ванием интегральных представлений функции Бесселя

(,.3) 
^Ух1-/’ х^-х֊

сначала приводим к виду

<0

IРК(Р)[ 1 -у (р)]У0(рх)с/р = Л (х) (а < х < СО) 
О 

а»
|рУ(РУ0(рх)г/р = -С2(х) (0<х<«) (1.4),

о

а затем, по формуле обращения Ханкеля, для определения неизвестной 
функции Х(Р) получаем интегральное уравнение Фредгольма второго рода

^(Р)[ 1 - У (3)] +12У (г)¥№ ) х./„ (рх)/, (гх)</х = 

О о

со

/хЯ2.(х)70(Рх)с& 
о

(0< Р <оо)
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где введены обозначения

ЯДх) =
-бДх)

Л(х)

(О < х < а)

(« < х < оо)
(А=1;2) (1.5)

я;оЛ/х2-/2 л;</2-х2

л
С, (х) = О, (х) ֊ сл/о (ух), Е (х) = (х)------ Ко (ух)

тгу

При получении (1.6) были использованы интегральные представления функ
ций Бесселя от мнимого аргумента

В'•м=г(Нм!('’_/)

(~) ЭД)=ууМу к’Р -■>"’) *

Неизвестную постоянную А будем определять из условия ограниченности 
первого (второго) интеграла уравнений (1.1), (0.5), когда / —■>а-0 
(/ —> С1 + 0).

Это условие приводит к соотношению

СО

б:(а) + Р2(а) +12у(г)У(г) }0(га)<к = 0 
о

(1.8)

В силу (1.6) соотношение (1.8) представляем в виде

Я с/0(сгу) + — К0(ау) = С,(л) + /у(«)+ [гу(г)Г(г)/0(га)С/£ (1.9)
ЯУ I 00

Отметим, что (1.8) является условием эквивалентности парных уравнений 
(0.5) (при /= 1) и (1.1). В случае у(р) = 0 (1.8) превращается в условие не

прерывности функции Я,(х) в точке X = а . При у(Р) = 0 и а —> 0 из (1.8) 

получается выражение для коэффициента свободного члена первого 
разложения (0.2). При условии (1.8) интегральное уравнение (1.5) принимает 
вид

со а

рУ(Р)[|֊-у(Р)]+|г2у(г)У(г)г/г ]’х,/,(Рх)/(7х)£/х = 
о о

11



«•

= -\хН^х)./^х)с1х (0<Р<оо)
О

(1.10)

Из (1.5) и (1.10) для интегралов, входящих в (0.5) при 7=1, получим 
следующие значения:

/Р[I ֊Т(Р)]К(Р)Х(Р,/)Ф = [СЛ («) +1- '2 («) + £/'(«)]аН^ ? + 

о у/а'-Г

хН2\х)] -уМ^х) Г[х7/'(х)]' -у/7/'(х)
--------- ------------------ с/х - Н„ (а - /) )-------- Г,-?--------с/х

■ух՜—/2 , ух՜-Г
(1.11)

| У(Р)х(Р, /)г/р = #(0) - сА + '"^с/х+

„ 0 V/ -х

+Н„ (I - а)\ухи^ - ‘и &: (0</<со) (1.12)

а V/ -X-

СО

где (/(х) = |ру(р)У(р)У0(рхХР (1.13)

о

а * перед знаком интеграла означает, что влияние обобщенных функций, фи
гурирующих в подынтегральном выражении, на значение интеграла не учиты
вается, т.к. оно уже учтено при выделении первого слагаемого формулы 
(1.11).

Пользуясь решением интегрального уравнения Абеля из (1.11) и (1.12), 
получим

СО

1՜Р[ 1 ֊У(Р)]Г(Р)Х(Р,О^ = (О ֊ Л'(0 = /(О ֊ Ае" (а < / < со)
о

ор

{ Р ^(Р)х(Р, /ИЗ - Я? (О - (')г = //(') - сАе-г< (0 < / < а) 
О

т.е. функция У(Р), действительно, является решением уравнений (0.5).

2. Второй способ решения (0.5) при / = 1.
Приведем уравнения (0.5) к виду (1.1) и представим функцию У(Р) в 

виде
со а

р^(р) = р| х2(х)У0(Рх)с7х-р]‘х(72(х)У0(рх)с& =
а 0
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]" х7'(х) 7, (рх)с&+1 хб2 (л),/, (Рх)с/х 

о о

где принято

7(а)+С?2(а) = О

(2-1)

(2-2)

функция 2(х) подлежит к определению, а б,(х) определяется формулами 
(1.2) и (1.6).

На основе (2.1) и (2.2) вычислим интегралы, входящие в (1.1) (1.10)
со 11 ( /7 / \

]■ Р[ 1 - У (Р)]Г(Р) яп р/с/р = / 1^՜? ֊4 у (р V, (₽х) ап р/с/р X
0 О I V х՜ — /“ о J

? Яо(х֊О 
х62'(х)с7х 1 -7—■

а I >/х2֊Г

со

-х|у(Р).7| (Рх)$'т р/б7р > 2'(х)с1х (2.3)
о ]

(Г(Р)5)пР></р = ]х2(Х,)Н|)(< Х^х (0</ <оо)

о „ V/ -X о V/ -х

| Р[ 1 ֊ У (Р)]Г(Р)./„(Р'ИР=I ֊ 0 ֊4 у(РМ (рх)Л(Р'МР) -

О 0 0

го со

4{Я0(х-/) -4Т(р)У|(рх)Л(р/Хр} 7'(х)4х 

а О
Отсюда следует, что вторые уравнения (0.5) и (1.1) удовлетворяются тождес

твенно. Удовлетворяя первым уравнениям (1.1) или (1.4), для определения 
функции 2(х) получим интегральное уравнение Фредгольма второго рода

СО со

/(/) 4 х2(х)с/х|Ру(Р)Л(рхщр/)<7р =
а 0

а <х>

= Л(/) -/хС;(х)с/х|ру(р)У0(рх)Л(р/)с/р (ст </ <00) (2.4) 
о о

Неизвестную постоянную А будем определять из соотношения (2.2), а инте
гралы в (0.5) легко вычисляются при помощи формул (2.3).

3. Третий способ решения (0.5) при / = I
Представим решение парных уравнений (0.5) или (1.1) в виде

со а
р[1 -у(р)]Г(р) = р/ хЛ2(х)Л(рх)Л-р| х/(х)Л(Рх)с/х =

а 0
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a <o

= jxZ'(x) J, (Px)c/x - jxF,'(x)J, (Px)cZx (3.1)
0 a

где

F,(<?)+Z(cz) = O (3.2)

а функция л,(х) определяется формулами (1.2) и (1.6). На основе (3.1) и 
(3.2) вычислим интегралы, входящие в уравнения (1.1) и (1.4).

JР[ 1 - у (р)]у(Р) sin рйф = / jZ'(x) -
0 0 —Z*’

-/f^.^-^r/x, (0,/<oo) 
u Vx2֊/2

j r(p)sinp/<7p = H Jj===- + Jy,(P)J„(Px)sinP/rZp[x/;;(x)a(x- 

„ ulV/֊-x- о J

-J] Hf' '? + Jy,(Р)Л(РХ)sin p/r/p rxZ(x)cZx+ 

0 I yt՜ — x՜ о '
(3.3)

co a co
JPK(p)./„(p/)c/p = JxZ'(x)dx jy,(P)./,(Px)J0(p/)</p- 
0 0 0

co co

֊ J x/7(x)c/x J у, (P) J, (Px) J„ (P/)c/p +
a 0

-Z(/)

Л(0

(/2C7)

(t>a)

Из (3.3) следует, что при выборе (3.1) первые уравнения (0.5) и (1.1) 
удовлетворяются тождественно. После удовлетворения (1.1) и (1.4) для опре
деления неизвестной функции 2(1) получим следующее интегральное уравне
ние Фредгольма второго рода:

а со

Z(/)+ \xZ(x)dx fpy,(p)./„(Px)J0(p/)c/p = 
о о

со со

= G2(/)+ JxF2(x)£/xJpy,(P)./„(Px)./„(p/)Jp (0</<a) (3.4)
а 0

где У,(Р) определяется из соотношения

[1֊У(Р)][1 + У,(Р)]=1 (3-5)
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Постоянную А будем определять из (3.2), а интегралы, входящие в (0.5) 
легко вычисляются при помощи формул (3.3).

Отметим, что правая часть уравнения (3.4) зависит от неизвестного посто
янного А, вследствие чего функция £(/) является линейной функцией от 

А . Поэтому значение А целесообразно определить только после решения 
(3.4).

4. Четвертый способ решения (0.5) при / = 1
Представим решение парных уравнений в виде

Р[1-У(Р)]Г(Р) = Р/ хЛ(х)Л(Р.г)Л +£ Ьк у2^,(ра) = 
а *=0

СО СО
= -аГ2(а)У,(ра) ֊/хЯ2'(х)У,(Рх)(& +£М2։+1.(Р*) «1)

а *=0

и вычислим следующие интегралы:

}р[1-у(р)]Г(р)5тр/^р= - +

Ь у1а--12 ' у/х--Г

+^(а-/)^/>/1П^ + 12)ц\ (0</<оо)

*=о -уа՜ — /
(4.2)

} Г(Р) ЯП р/г/р = / 4у,(Р)Л(Рх)51п р/ф}хГ2(х)с/х +
0 а I » % 0

со
+1 

Аг=О 2к + \
(2* + О / у । (Р)Л**| (Р«) 8՛п Р' у+ 

0 Р

81п(2А + 1)м0 (/ <я) 

,(-1)Ч2‘+*. ('*«)

1рГ(Р)У0(р/МЗ=Г2(/)Я0(/-а)^(а)1у.(РМ(Р«)Л(Р^-1
хТ^Хх^х х

х!у,(р)-/,(Рх)Л(р/МЗ + н°{а ։} 1\1 +

О 4=0 I а ч а У

СО

+|у,(Р)Л441(Ра)Л(Р0^ 
о

(о < / <оо)

где Рк(х) - полином Лежандра, У,(Р) определяется формулой (3.5),

15



и„ = агсзт — 
а

(4.3)

Приравнивая нулю коэффициент при особенности в первой формуле (4.2), 
получим уравнение для определения А .

«Л(а) = Х(֊1)։/Л
к֊0

(4.4)

Из (4.2) следует, что функция (4.1) удовлетворяет первым уравнениям (0.5) и 
(1.1). Удовлетворяя вторым уравнениям (1.1) и (1.4), для определения неиз
вестных постоянных Ьк получим бесконечную систему

Ь 7
п +БМ Р 'у, (Р)Л^1 (р")с/р =

2(2р+1) 4-=о о

2. г^(081п(2р+1)«„
Ч у1а2-Г- (4.5)

со оо
-|х^2(х)с/х|у1(Р)У2(Н|(ра)У0(рх)с& (р = 0,1,2,...)

а 0

Пользуясь асимптотическими формулами бесселевых функций, легко дока
зать, что система (4.5) в общем случае квазивполНе регулярна, т.к. сумма 
модулей коэффициентов при неизвестных при р —> оо стремится к нулю.
Отметим, что сходимость ряда (4.4) можно улучшить при помощи соотноше
ния

СО

2Л
А-=0

+ / У, (Р)Л*+, (Р«)Л (Р«)4/р +с2 (а) + 
оа

со со

+/хВД<& |Ру,(Р)У0(Ра)У0(Рх)^ = 0
а 0

(4.6)

которое получается из (4.2) и второго уравнения (1.4).
После решения бесконечной системы (4.5) постоянную А будем опреде

лять из (4.4), а значения интегралов, входящих в (0.5), будем определять по 
формулам

}р[1-г(р)]г(р)х(р,/ур =

16



(0 < t < oo)

fK(ß)x(ß,/yß = j yxF1{x] tFfx) H0(t - x)dx - 

о a “v t ~Cl

-tFz(a)H^ -g+jx/^x)^
\t -a՜ a

(4-7)

J у, (ß) J0(ßx)X(ß, t)dß +f bJ у, (ß)J,t+1 (ß«)x(ß, /) ֊ + 

o Jt=o 0 P

^(-1)4 ya ('^)1 №(i) ('<«)!

а 2Л + 1 V/”*1 (/^«)J+ (/>a)j

Нетрудно доказать, что в силу условия (4.4) второе выражение (4.7) при 
/ —> гг ± О остается ограниченным.

В (4.7) 7j(x) и Uk (х)- полиномы Чебышева первого и второго родов 

соответственно.

ТДх) = cos(£ arccos х), vl-x:7/t(x) = sin[(Ar + l)arccosx]

Таким образом, парные уравнения (0.5) при / = 1 и Y(ß) * 0 сводятся или к 
решению интегральных уравнений Фредгольма второго рода для различных 
интервалов, или же к бесконечной системе. Во всех случаях при y(ß) = O 
получается замкнутое решение.
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