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The Modulation Stability of Non-linear Viscoelastic Cylindrical Shell

Изучается устойчивость осесимметричных изгибных волн модуляций в физически нелинейной 
вязкоупругой цилиндрической оболочке. Принимается несжимаемость материала оболочки.

Получены условия устойчивости распространения модуляционной волны. Наличие вязкости при
водит к неустойчивости независимо от вида нелинейности.

Изучается устойчивость осесимметричных изгибных волн модуляций в фи- 
зически нелинейной вязкоупругой цилиндрической оболочке. Нелинейность 
берется по [1] в кубическом виде, а вязкие операторы различны для линей
ной и нелинейной частей [2]. Подобная задача для пластины частного вида 
вязкости рассматривалась в работе [3]. Принимается также несжимаемость 
материала оболочки. Тогда в пределах применимости теории Кирхгоффа для 
нормальных компонентов усилий и изгибающего момента имеем

А2 շ 
+Те>х1

327[ = 4Ճ^£| + 0,5e2) + yG2/ry2 s’

+1,5տ2լտ, + 12 X. J+ 1,5ՏլՇ2 4- 0,5е2

_ , х 32 ~Тг =4G,A(e2+0,5e1)+—G2/ry2 Е2
շ I շ А2 ,] ( , /г,

+1,5б,е2 + 1,5տՀտ2 +—х, J+O.Se.Je, + ֊ х, (1.1)
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1 ~ , 8 ~ ,
^ = -С|Л3х,+֊С;Л5у2 е[Х1+е1Б2Х1+0,5Е3х,+^Х?

Здесь И -толщина, а R -радиус оболочки,

6;г/= 6' гг-/г;(/-т)м(т)с/т , б -модуль сдвига

ди м< с^м»
£| = а? Ез=-Л х' = -^՜ (1-2)

Уравнения движения берем в

дТ} _ д2М 1\ 
дх ' дх2 R Р ՛ с/12

Подставляя (1.1) и (1.2) в (1.3), ищем ее решение в виде 

и = Ьеп + Ь е՜", н' = се" + с е՜՛՝ 

т = кх-а1, (о=<о|+/<в.

Тогда получаем следующее дисперсионное уравнение:

Р»= = с[(1-г!»֊;е)[^+^+

виде

(1-3)

(1-4)

+272(1-11 !сс

СО 00

= IГ; (>7) Гр) = /Гу (.у) П (аус/у

о о

Последнее уравнение представим в виде

со = со(о) +Гттг)л2, А = 2 |с|

(1-5)

(1-6)

где линейная частота и коэффициент затухания определяется

ш(0>=ш<|0)+/ф<<>)

(1-7)
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“‘1°’ =“|(Уг=О)

а? 77 ։ +/77.,

„ 1С7у2(Л4Г 2Л:Г 17^1 , ’'4рй;4 5 + R2 + Л4/՜’՜

Д2=-Д
Г^2,(ш|,0))ш1,1,)+ш(20)

2. На основании (1.6) уравнение модуляции запишется в виде [4]

За сЛо*01 За

3։ с/к дх

I с12а(0] с?а

2 <Л2 дх2
+/(£>, +Ю2)а|а|։ = О (2-1)

ы = аеп°+ае-"°, т0 = Ах-ш|0)/, А = 2|а|

Для исследования на устойчивость модуляции представляется 
а = а'ехр(гф) и тогда из (2.1) получится

да' сЛо՛,"* да' сЛо2о) д<р 1 с/2<о2о) д2«'
д! + Лк дх дк а дх + 2 Лк2 . дх2

ВрУ 1 I а2со(,о)
■а1 —- +---------г՜<дх) J 2 Лк2

да' 3<р 
2—֊ + а 

. дх дх
агр 
дх2.

- Ла'1а'[2 = О

д<р da\°} : 5<р с/ш2и) да' 1 г/2^*"’ сРа' 
д! + <1к й дх+ <1к дх 2 <1к2 _ дх2

-а
5<р 
дх.

1 а2<
2 с/к1

да' 3<р 
дх дх

+ а'^-\ + П1а'\а'\2=0 
дх՜)

При исследовании на устойчивость следует полагать

а' = а'0+да', ф = ф0+6ф

Тогда, в нулевом приближении получится

(2.2)

(2-3)

(2.4)
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в решение уравнений возмущения

5а'= 77ехр(/7'), 5<р'= ФехрС/Г), T=Kx-£it (2.5)

в предположении ехр(2со(,о)(/))»const приводит к следующему соотноше

нию:

z2-3D2(a'0)‘ z+zfa + 2Д(а')‘) = 0 (2.6) 

где

Ir/W,01 
z = ֊ia+iK—f— -j-

dk 2 dk2

d<s$ 1 d2a\0}
z՝-'K~dk~+2~diS՜

Условие устойчивости волн модуляций, после отбрасывания малых более 
высокого порядка, на основании (2.6) с учетом (1.4) запишется в виде

<В(20) +ГУ < 0 (2.7) 

где

Для получения более обозримых результатов, довольствуясь адиабатичес
ким приближением, получим

3 2
п’=2А(^)՜ пРи Д>°

3 2 / d2(H(^0'=2А(ао)+^|Д|_^Г՜^ при D\<°

(2-8)

(2.9)

Из приведенных условий (2.7) -(2.9) видно, что если недиссипативная вол
на устойчива, то при наличии диссипации она также будет устойчивой, а в 
случае неустойчивой недиссипативной волны, диссипация может привести к 
устойчивости при выполнении условия

“2 + 2^(«;)2+^|д|-^-а'лК<0 (2.10)

Для оценки полученных условий изучим пример оболочки со следующими 
данными. Пусть ядра операторов-экспоненциального типа и одинаковы для 
линейной и нелинейной частей-

г,(/) = G„ = 0,5G

При малой вязкости (время релаксации - И-большое) Г. « 0,
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Г։ я 0,25//ко!01 и линейная частота и коэффициент затухания определятся

1 С у, 2Бгкл 17^ 
“ 4 р <в“” I 5 + А2 + А4/

1
А = ֊0.25Д^

Для пластинки (А —>оо) условие (2.10) после отбрасывания малых поряд

ка (а') перепишется в виде

0,25—> а'.КИ2ку (2.11)
п У 10 р

что выполнимо для весьма малых амплитуд и волновых чисел волны огиба - 
ющей.

Для цилиндра же с данными кИ = 10՜՛, Лк = 10 аналогичное условие бу
дет

0,25-> 23,18- 10’\/|у,|—бДК* (2.12)
п у 1 р

то есть для оболочки устойчивость будет для меньших значений а'0К, чем 
для пластинки.
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