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G. R.Gulgazarian

The Approximate Free Frequencis of Noncircular Cylindrical Shells

Рассматриваются собственные колебания замкнутой некруговой цилиндрической оболочки с ус
ловием Навье на торцах. Система уравнений в перемещениях сведена к одному уравнению восьмого 
порядка относительно нормальной компоненты вектора перемещения. Для моментной и безмо- 
ментной задачи, используя метод Бубнова-Гал ёркина, получены уравнения для определения прибли
женных собственных частот. В частных случаях получены простые формулы для приближенных 
собственных частот.

ВВЕДЕНИЕ. В соответствии с технической теорией, определение частот 
тонкой упругой оболочки рассматриваемого типа приводит к задаче на 
собственные значения вида [1] .
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Здесь м։,и,,и, - проекции смещения точки срединной поверхности; / - 
длина образующей; 5- полная длина направляющей кривой; ОС и р - ортого
нальные координаты точки срединной поверхности: 0 <0с</; 0 2 Р < .V; 

Ц4 = /Г /12 (/; - относительная толщина оболочки); R = Л(Р) - радиус кри
визны направляющей, который предполагается периодической с периодом 5. 
Л - оператор Лапласа. Спектральный параметр X связан с собственной час
тотой 03 формулой

Х = (1-о2)со2р/£' (0.3)

где р - плотность, Е - модуль Юнга, О - коэффициент Пуассона. Задачи 
(0.1), (0.2) в предположении, что изменяемость напряженного и деформиро
ванного состояния велика, рассмотрены в [2].

Введя в рассмотрение вектор-функцию /(а, Р) = («, ,<<2,«,), можно сис

тему (0.1) записать сокращенно в виде
(ц4^ + Д>)/ = Х/ (0.4)

Если ввести скалярное произведение по формуле
(/•(1),/(2)) = ) |(/7,(1>И112) + «'1’«*2’ + М<1М2))ЛХ^ (0.5)

о о
то, как нетрудно проверить, задача (0.1), (0.2) в соответствующем гильберто
вом пространстве порождает самосопряженный положительно определенный 
оператор. При |Д 0 задача (0.1), (0.2) имеет дискретный спектр. Заметим, 

что оператор + /, является эллиптическим в смысле Дуглиса-Ниренбер- 
га [3].

Исходя из вышеуказанных свойств задачи (0.1), (0.2), можно доказать, 
что приближенные собственные числа задачи (0.1), (0.2), построенные по ме
тоду Бубнова-Галёркина, сходятся к соответствующим точным значениям 
этих чисел [4], с. 273.

Положим в (0.4) |Д = 0. Так, возникающая вырожденная (безмоментная) 
система

4>/ = Х/ (0.6)

с граничными условиями

। д7<, ди2 н3 Эуи,(а,0) _ Э/и,(а,л)
2 01 да ° ЭР СТ R 01 ' ЭР' др' (0.7)

7 = 1,2, у = 0,1
порождает самосопряженную (неотрицательно определенную) задачу. Ска
лярное произведение то же, что и в (0.5). Заметим, что спектр задачи (0.6), 
(0.7) не является чисто дискретным [1].

Задача (0.1), (0.2) допускает разделение переменных. Подставив

и, =«(р)со5у-а, ;/, = у(р)зт-^а, «, =и-(р)51п֊а (0.8) 

(где к- целое), придем к системе уравнений
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где оператор A = -^т֊ — 

г/р“ \ I )
Граничные условия (0.2) принимают вид

i<(/)(0) = ;<ly)(j), v(/)(0) = v(/)(y),vv(r>(0) = w1'^), 7 = 0,1, г = 0.1.2,3 (0.10)

Введя в рассмотрение вектор-функцию /(р) = (и, V, ։у), можно систему 
(0.9) записать сокращенно в виде

(ц\ + /„)/ = V ' (0-11)

Если ввести скалярное произведение по формуле

(/р/2) =/(«^2 +И|И2 + м}№2)</р (0.12)

о
то, как нетрудно проверить, задача (0.9), (0.10) в соответствующем гильбер
товом пространстве порождает самосопряженный положительно определен
ный оператор. Подставим в (0.9) Ц=0. Так, возникающая вырожденная 
(безмоментная) система

1а/ = \Г (0.13)
с граничными условиями

М(/)(0) = «(/)(5), У('')(0) = У(')(Д У = 0,1 (0.14)

порождает самосопряженную (неотрицательно определенную) задачу. Ска
лярное произведение то же, что и в (0.12). Заметим, что спектр краевой за
дачи (0.13), (0.14) (А՛ фиксировано) вещественен, неотрицателен и состоит из 
изолированных собственных значений конечной кратности с двумя точками 
сгущения: Х = 0 и Х = +°° [1], с. 78. Ясно, что вне любого (0,е) интервала, 
приближенные собственные числа задачи (0.13), (0.14), построенные по мето
ду Бубнова-Галёркина, сходятся к соответствующим точным значениям этих 
чисел.

1. Приведение системы к одному уравнению. Систему (0.1) сведем к 
одному уравнению для и} аналогично [5], предполагая, что Л(Р) и А '(р) 
достаточное число раз дифференцируемые.

Продифференцируем первое уравнение системы (0.1) по ОС два раза, а 
затем независимо два раза по р, второе уравнение дифференцируем один 
раз по ОС и один раз по р. Используя еще первое уравнение системы (0.1), 
исключим и2;
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(1.1)

Аналогичным образом получим уравнение, в котором будет исключено 
Для этой цели продифференцируем второе уравнение сначала два раза по 
ОС, а затем независимо два раза по р, первое же уравнение продифферен
цируем один раз по ОС и один раз по р. Используя еще второе уравнение 
системы (0.1), исключим

Г З-о, 2Х’
дд+-—ХД + -— //, =I 1-с 1-о) ~

, , X X К X X (1-2>

=(2+о)_^Ь '

' ЭрЗаЦ Л’ ) ЭрЧ Л’ у 1-оЭР\ А’ )
Перепишем третье уравнение системы (0.1) в виде

, 3«, с)и, , , , ,
ц4ЛДДн,-^г— СГ—+ (/{ -Х/<}и. =0 (1-3)

т)Р За

Произведем над (1.3) операцию АЛ + - ХЛ +------ и затем подставим ту-
1-о 1-о

да выражения (1.1) и (1.2).
В результате всех преобразований придем к следующему уравнению восьмо
го порядка с одним неизвестным и.,:

,( 3-0, 2Хг )
(.I4 ЛДЛДДн, +------- ХДЛДДи, +------- ЛАД», -

1-0 1-о )

3-о , , ,, З4 (и, 3
-ХДЛЛ«,-֊---- ХДЛ«,+ 1-0՜ с—г -֊ + (1.4)

1-о ЗаЧ Л )

зр ) Зач К ) 1 - о
Подставляя и. из (0.8) в (1.4), придем к обыкновенному дифференциаль

ному уравнению восьмого порядка для и*

/---------- З-о,--------  2Х' —
|д4 д алл д>г+-—Халд ди'+-— лд Дч-

1-о 1-о

Таким образом, исследование задачи (0.9), (0.10) привели к исследова-
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нию уравнения (1.5) с периодическим граничным условием
»|г)(0) = мЙ(Д г = о,1,2,3,4,5,6,7 (1.6)

2. Определение приближенных собственных чисел моментной задачи
1. Общий случай. Исходя из метода Бубнова-Галеркина, приближенное 

решение задачи (1.5), (1.6) ищем в виде

V . 2пт „
”'„(₽) = 2,4 ею——р (2.1)

т-1 •>
Коэффициенты Лт определяем из условия, чтобы левая часть уравнения 

(1.5) после подстановки в нее 1Р,(Р) вместо 11' оказалось ортогональной к

■ о Г« 1функциям 81 п—~Р. У=1,2,. и на отрезке [0,э՛]. Это приводит к системе 

уравнений: 
п
Х^,,4,=0, у=1,2.....п (2.2)
т=1

где

/, З-о, 2А? \ 
ахт- М I + 14 +

2Х5 . , З-о.,
7 -^‘1, + -, А 4
1-о 1-о 4,+

2 А.2 
----- + 
1-о

+(1-о2)^у^ -Х^-2(1+о)Л^у^
(2-3)

2 Г 2ул „ 2тк „ „4„, = - ] А’( Р) «»> ~ Р 5111----- Р Р
5 о 6 5

2 [ 1 . 2ул . 2пт п ,п
(2.4)

Чтобы система (2.2) имела нетривиальное решение, необходимо и доста
точно, чтобы определитель обратился в нуль. Отсюда приходим к уравнению 
для определения приближенных собственных чисел задачи (1.5), (1.6)

|а |«1 =0 (2.5)

В частности, если оболочка такая, что и К^.т при достаточно 
малы, т. е.

4,=0- ч*1 <26)
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то уравнение (2.5) можно заменить совокупностью уравнений

<г„=0, у=1,2,...,« (2.7)

Следовательно, для таких оболочек все приближенные собственные числа 
задачи (1.5), (1.6) определяются из совокупности уравнений

7^—+2(1+0)^) ]^֊

к к' / ;

(2.8)

Заметим, что для замкнутой круговой цилиндрической оболочки со сво
бодными краями в [6] получено частотное уравнение, сходственное с (2.8).

2. Преимущественно изгибные колебания. Подставим в первые два урав
нения системы (0.9) Х = 0, которое соответствует случаю пренебрежения 
тангенциальными силами инерции. Из полученной системы исключим и и V

ц'։ДДЛДДи'-ХДДЛм'+(1֊о2)1у Т ^ = 0
(2.9)

Использование метода Бубнова-Галёркина приводит к уравнению вида 
(2.5), для определения приближенных собственных чисел задачи (2.9), (1.6), 
где

+(1-о2)[у
(2.Ю)

В частности, если выполняются условия (2.6), то все приближенные 
собственные числа задачи (2.9), (1.6) определяются формулами

42 1֊<гГАтг

~ М 7^ + 2
‘XV \ 1

у=1,2,„. (2.11)^■՝7;

Для цилиндрической оболочки с изломами по образующей частоты изгиб- 
ных колебаний рассмотрены в работе [7].

Замечание 1. Интересно заметить, что формула (2.11) и аналогичная по- 
луэмпирическая формула для замкнутой круговой цилиндрической оболочки 
с защемленными торцами по структуре сходственны [8] с. 433.

Замечание 2. Обозначим через л(А,Х) число собственных значений 

меньших X задачи (2.9), (1.6)

л(*Д) = £1 (2.12)

Функция (2.12) называется функцией распределения собственных значений 
краевой задачи (2.9), (1.6).

66



Так как по формуле (2.11) каждому целому V соответствует только одно 
собственное число, то число собственных значений,удовлетворяющие нера
венству < А,, равно числу всех целых V, которые удовлетворяют нера
венству

-гН_<х <2-13>

\ ' /

или неравенству

(2-14)
\ 1 /

Неравенство (2.14) при положительных 1^. возможно 
когда корни Гд.1, 7^’ трехчлена левой части неравенства

(1) (2) ГТ (2уя Т

и . Поскольку 7^=1 — I +1 — I . т° Для

лишь при условии, 

(2.14) вещественны 

л(А'Д) справедли

ва оценка

где

(2.16)

Интересно сопоставить формулы (2.15) и (25.3) из [1]. Формальное отли
чие этих формул исходит из разных методов их получения.

3. Преимущественно тангенциальные колебания. Подставим в третье 
уравнение системы (0.9) Х = 0, которое соответствует случаю пренебрежения 
нормальной силой инерции. Из полученной системы исключим II и V.

Использование метода Бубнова-Галёркина приводит к уравнению вида 
(2.5), для определения приближенных собственных чисел задачи (2.17), (1.6), 
где
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Л 2 З-о
.1-0

2Х-
I -а

2)С

(2.18)

В частности, если выполняются условия (2.6), то все приближенные 
собственные числа задачи (2.17), (1.6) определяются из совокупности урав
нений

(2.19)

3. Определение приближенных собственных чисел безмоментной за
дачи

1. Общий случай. Исключаем из системы (0.6) и и V

„---- З-о,,—
ХДДЛн’-֊ Х2ДЯи'+(3 + 2оМ — -

1-о \ I ) R
(3.1)

(Л֊1-М)и> = 0
1-0

а граничные условия (0.14) заменим условиями вида

>?г)(0) = иА’Ь-), Г = о,1,2,3

Определение приближенных собственных чисел задачи (3.1), (3.2) при
Х>£>0 приводит к уравнению вида (2.5), где

(2Х? З-о у2 ,А г 2Х2 
а''т Д1-о՜ 1-0^ +/^р"'+[ 1֊с

. .(ктс У. / Ал+/ъл+2(1+о)1 "у՜ I х.—(1—о ~ I

В частности, если оболочка удовлетворяет условию (2.6), то все прибли
женные собственные числа задачи (3.1), (3.2) определяются из совокупности 
уравнений
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(3.4)

2. Преимущественно изгибные колебания. Подставим в первые два урав
нения системы (0.13) значение Х = 0, которое соответствует случаю пренеб
режения тангенциальными силами инерции. Из полученной системы 
исключим II и V

■------- / ■> А'Л ) ТУ
ХА Д/6т—(1-<г)1 ֊ I ֊ = 0 (3-5)

Определение приближенных собственных чисел задачи (3:5), (3.2) при
Х>е>0 приводит к уравнению вида (2.5), где

(3.6)

При условии (2.6) все приближенные собственные числа задачи (3.5), (3.2) 
определяются формулами

у=1,2„.. (3.7)

3. Преимущественно тангенциальные колебания. Подставим в третье 
уравнение (0.13) Х = 0, которое соответствует случаю пренебрежения нор
мальной силой инерции. Из полученной системы исключим И и V

2Х2
1-о

ТУ

1 = ° (3.8)

Легко проверить, что собственные числа задачи (3.8), (3.2) (здесь в (3.2) 
достаточно сохранить л = 0,1 ) определяются из совокупности уравнений

0. У = 1,2,... (3.9)

Из (3.9) следует, что при преимущественно тангенциальных колебаниях, 
собственные частоты безмоментной задачи не зависят от геометрии оболо
чек.

Пример. Пусть направляющей кривой цилиндрической оболочки служит 
улитка

( 2л 
р= Я„11 + есо5—р I, О < р < .т- (З.Ю)

где е > 0 и достаточно мало. С точностью до 0(е՜ ) имеем
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Г 3 , , 2тгЛ = ЛЛ011 + ֊е2 cos-yP 1 1 ( 3 , ,2л,?
Т = -77Г՜ i-7£՜cos՜—РЛ А/(() ^2 5 )

К 1 ( s
Л,„ = = 0(е2) при v* т, — = -у 1 + —е2

‘*'11 *'0 \ О . /

/с
у = 2,3,...;

1 , 
А = 1-֊е- 

2
Значит, для таких оболочек применимы все выведенные частотные урав

нения и аналитические выражения для приближенных собственных чисел.
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