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The Contact Problem for a Sector of a Sphere

Рассматривается контакт упругого шарового сектора с жестким гладким конусом. Вершина 
конуса совпадает с центром шара. На сферической части поверхности заданы напряжения. 
Построено замкнутое решение задачи, исследовано напряженное состояние, выделены особенности 
напряжений, найдены Формы внешних нагрузок при которых концентрация напряжений исчезает.

Построению общих решений дифференциальных уравнений теории упру­
гости в сферических координатах, решению конкретных задач и обзору ли­
тературы посвящены [1-8].

Плоская задача для кругового сектора с жестким гладким клином была 
рассмотрена ранее в [9].

В сферической системе координат дифференциальные уравнения равно­
весия в перемещениях для осесимметричной задачи без учета массовых сил 
имеют вид
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фиг. 1

где X, Ц- коэффициенты Ламе.
Общее решение уравнений (1) для конуса с произвольным углом раствора 

0О представляется в виде [4,5]:

оо 00
иг (г,е) = и0(г, 0) + £ и к (г) Р (cos 9) + f fx (б, у)(г, у) d/

£=1 о

” г
^e(r>9) = и0(г,9) + 2Х(г)/;.՛ (cosG) + J /;(б,у)'Л(г,г)^

ь=1 о
где

Й*(г) = rv*+X(v* + l)[v* -(vt +2)а] +vkBkr',‘-' +

+ ''"v‘Qvi [vt +1 - (Vjt - l)a] + Dk (vt + l)r-v‘՜2
(2)

vt(r) = rv*'X[vt +3-(v։+l)a]+fi/'՜՛ +

+ rv‘Ct[-vt+2 + vta]-Di/- v*՜2; (vt>o)

/(0) = j(y) cosG/^/cosG) + Z#(y) sinO/^(cosG)

/,(G) = C(y) sinG/’m(cosG) + Z)(y) cosG/^'/cosG)

T^fr) = sinyt + Fk cosy/), к = 1,2

1 1 ■ , R
« = ֊-, m = ֊-+iy, t = \n-

2 2 r
В случае конуса, содержащего вершину г= 0, постоянные Ск, Dk берем 
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равными нулю. В случае же полой сферы (усеченного конуса) эти 
постоянные сохраняются.

определяются из трансцендентного уравнения, которое зависит от 
граничных условий на конической поверхности.

ио(г,0), Уо(/',0) - частные решения, вид которых зависит от типа 
граничных функций.

Напряжения определяются через перемещения по закону Гука.
Граничные условия в рассматриваемом случае следующие:

С/о(г,0о)=аог, т^(г,0о) = О (0<г<Л)
. . (3)

ог(л,е)=/(е), тл(л,0) = 8<0) (о<0<0о)

Если взять уравнение, определяющее V* в виде Р՝ (СО80О) = 0, то 

условие для касательного напряжения на конической поверхности 
удовлетворяется тождественно, а условие 4/о(г,0о) = а0Г в данном виде 

позволяет вычислить интегралы в выражениях для перемещений и 
напряжений.

В этом случае для перемещений получим:

6/г(г,0) = Лог + уаол/ 10 1А2(0)֊4(0)+с’/^^1пг +

со

+2Х(>-)л (сове) (4)

^(г,0) = аог
у А, (0)+^1-֊\ (0) +2\(г)Л.՛ (соз0)

. 3 \ 3 / _1 *=։

, Л 1 <0^ Зсо$20+1
А(е> =

Для компонент напряжений получим формулы

+Х (г)(сО80)
Ц о к / 7 ,-1
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со

+2[71Д'')Л-։ (соз0) + /;Дг)/<‘ ( СОЗ©)]

ф\ '

1-1

со

+Х[ЛД*')Л,4(сОБб) + Г,Дг)Р^ (сО50)] (5)

= —^-[л, (0) - ло (0)| +ХТД'')Л4 (сО50)
Ц О 1 -1 *=1

где
2(1 + у) 2а0(1+у) Г0Д

5»=тз74+^гтсНт;1пг+
2а0

3(1-у).
2(1 -2у) А,(0) + (1 + у)Ло(0)

Д4-5у) Г0оУ

„ 7 Т п ՛! \ 2у I \ !\ '/ \ “ДГ)-УД'՜)
ЛДД = 2ыА (г) - у—^еДг), тДг) = у4 (г) +----------------

т ( 1 2и^ -> 2у М /1т/ \ с‘8(0)
2/Н = ֊2их.(г)—֊

2иДг) 2у , , , , с։«(0)
Л Д'՜) = —- ]~/Д'՜) ■ ^Д'՛) = 2иД'՜) ~^՜

^(Д=лк+։)(2у* +2)>л ■ ". = ^к+О

Удовлетворяя граничным условиям на сферической поверхности и решая 
полученные уравнения относительно Лк, Рк, для постоянных входящих в 
решение задачи получим

а0 0О (1-2у) 
~՜ 3 8 2 2ц(1 + у)/о

к - 1)а,Л = ^[2*-2+к+։):]+^дг')
>-к+։)к֊2)]֊
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2(1 - у) «.(д, -б)
[R - ■)( 1 + У+ ) - 2( 1 - V2)(3 + V,)]

где

д* =՝/;+^+1+у(2^+1)- (1-СО50о)4= |/'(0) $П10<лО

о

= Ч 1я(6)/’՛ (со50)яп0г/0, /4со4 = {./■(0)/,։. (со50)зт0</0 (7) 
о о ‘

“г„2/ ■ л ,А япОо/^совОп) ар^(со80о)
СО. = I Р (СО50) 51110г/0= - -------- -----------------------------

о 4 2^+1 <•%

О։ =-51п0(>/>х.(со80о)/<о4 (к = 1,2...)

В табл. 1 приведены значения У4 и (04 для некоторых значений 0О.

Таблица 1

0« к 1 2 3 4 5 6 7 8
Л/6 V» 6.83540 12.9083 18.9364 24.9514 30.9606 36.9669 42.9715 48.9749

«А 0.02224 0.01235 0.00855 0.00654 0.00529 0.00444 0.00383 0.00337

л/4 4.40533 8.44711 12.4633 16.4719 20.4773 24.4809 28.4835 32.4855

0.05003 0.02778 0.01923 0.01471 0.01190 0.01000 0.00862 0.00758

л/3 V* 3.19569 6.21953 9.22885 12.2338 15.2369 18.2390 21.2405 24.2416

И* 0.08894 0.04939 0.03419 0.02614 0.02116 0.01778 0.01533 0.01347

л/2 Ч 2. 4. 6. 8. 10. 12. 14. 16.
0.20000 0.11111 0.07692 0.05882 0.04761 0.03999 0.03448 0.03030

2л/3 V* 1.42412 2.90434 4.39574 5.89100 7.38801 8.88596 10.3845 11.8833

“а 0.35408 0.19741 0.13673 0.10457 0.08465 0.07111 0.06130 0.05387

Зл/4 Ч- 1.24508 2.54899 3.86854 5.19403 6.52234 7.85219 9.18298 10.5144

“а 0.44490 0.24952 0.17298 0.13233 0.10713 0.09000 0.07758 0.06818

5л/6 V* 1.11565 2.27797 3.45796 4.64583 5.83779 7.03210 8.22787 9.42462

®А 0.53975 0.30671 0.21324 0.16326 0.13222 0.11109 0.09577 0.08417

Для корней с большими индексами можно использовать асимптотическую 
формулу [4]

^+2)9о-^+4^ з О; е о 
՝2 л(4 А-+1)

или рекуррентное соотношение

уы=''*+’г/0о+^Ч3). А'>8

Из выражений для напряжений видно, что особенности напряжений в 
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центре шара обусловлены наличием логарифмического слагаемого в свобод­
ных членах и первыми членами рядов, содержащих г”1 ', которая фигуриру­
ет во всех напряжениях при коэффициенте Вг Анализ и численые результа­
ты табл.2 показывают, что первый корень уравнения /?1(сО50) = О, V, > 2 

при [Эо < л/2, а при л / 2 < 0О < Л 1 < V, < 2. То есть степенная особен­
ность в напряжениях проявляется, когда упругая часть больше полушара. В 
табл. 2 приведены значения первых корней V, трансцендентного уравнения, 
определяющие степень особенностей напряжений при вершине конуса в за­
висимости от 0О. Вычисления проведены начиная с 0() = 2.5° с шагом 2.5° 
(л/72). Таблица составлена по возрастанию 0О по строкам

Таблица 2

87.318 43.411 28.776 21.460 17.070 14.145 12.055 10.489
9.270 8.296 7.499 6.835 6.274 5.793 5.376 5.012
4.691 4.405 4.150 3.921 3.713 3.525 3.353 3.196
3.051 2.918 2.795 2.680 2.574 2.475 2.383 2.296
2.215 2.139 2.067 2 1.936 1.876 1.820 1.766
1.715 1.667 1.621 1.577 1.536 1.497 1.460 1.424
1.390 1.358 1.328 1.299 1.271 1.245 1.220 1.197
1.175 1.154 1.134 1.116 1.098 1.083 1.068 1.054
1.042 1.032 1.022 1.015 1.008 1.004 1.001 1

Следовательно, при г —> 0 напряжения можно представить асимптотичес­
кими формулами

йИ=< !„ ЙЬЙ . г;+7;' 1„г+ т:г- =ц - ц
. + ’-■■ = <+<1пг+)4՜՝''՜2

Ц ' В
где

2(1 +у)
1-2у

л+2оПз(1-у)
1 6о

l֊2vJ
1

+ 3(Г^[2(1 “ 2у)А(0) -2(։ + у)Ло(0) + (1 -2у)/а"(0) +(5 ֊ 4у) Ао"(0)]
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2<1+у) . I ? а.

♦ ^“^|2(|֊2֊)Л(в)-2(| + у)/(,(0)+|(|֊Ш'(О) + (5-4у)/(,'(О)]с|,че|

Л< у; =/;
<Хр(1 + у) . 9р 
3(1-2у)С8 2 < = <»

л’: = -/[у,(у, -1)/’, (со.чв), Г, = (сох0) + С'1£0/’.' (со» 0)] У)

л: = [у, /;.(со50) +с1,ч0/;'(со.ч9)]/;, < = -2/;(у1 -1)у;'(еох0)

Распределение напряжений и значения коэффициентов особенностей на­
пряжений зависят от формы внешних нагрузок и от области их приложения.

На фиг. 2-5 приведены графики распределения напряжений на поверхнос­
ти контакта шара и конуса 0 = 0О = 5я / 6. Во всех последующих графиках

а,-------------------------.О*

Рассмотрим несколько вариантов нагрузок:
1.Внешние нагрузки отсутствуют /(0) = = 0, а0 = I.

В этом случае напряжения возникают из-за нормальных перемещений, 
заданных на берегах конической выемки, имеют как логарифмическую, так 
и степенную особенности, коэффициент которой зависит линейно от а0.

2. Сосредоточенная сила при

причем определяется из условия

равнодейстующая внешних нагрузок по оси 0 = 0.

2тг Г
----] СТ (/С, 0) 5!п0СО50л6 = 1, где Р- 
В о
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3. Нормальные силы, распределенные по окружности 0 = 0,, где 0, опре­
деляется из уравнения Ру (coS0։) = О, а0 = 0, /(0) = цб(0| - 0) / Л sin 20,, 

г(0) = о,р/ця2 = 1

Таблица 3

е0 0, 0о 0. 0о 0,
1.61443 0.979878 1.65806 1.00425 1.7017 1.02842
1.74533 1.05238 1.78896 1.07612 1.8326 1.09962
1.87623 1.12288 1.91986 1.14588 1.9635 1.16861
2.00713 1.19105 2.05076 1.21319 2.0944 1.235
2.13803 1.25648 2.18166 1.27759 2.22529 1.29832
2.26893 1.31864 2.31256 1.33853 2.35619 1.35796
2.39983 1.37689 2.44346 1.3953 2.48709 1.41314
2.53073 1.43037 2.57436 1.44696 2.61799 1.46284
2.66163 1.47796 2.70526 1.49227 2.74889 1.50568
2.79253 1.51813 2.83616 1.52952 2.87979 1.53977
2.92343 1.54876 2.96706 1.55639 3.01069 1.56253
3.05433 1.56706 3.09796 1.56985
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В табл.З приведены значения 9, решений РДсозб ) = 0, при которых ис­

чезают степенные особенности в напряжениях при г ֊> 0, для различных 0О.
4. Нормальные силы, распределенные по поверхности ()<0<0о/2, 

, ч 2ц//(е֊0.) , ч , / \
= 0,а0 = 0, /-’/ц/?՜ = 1, //(0,-9 -функция

соз29,) ' 7
Хевисайда.

5. При а0 - 0 и равномерном нагружении сферической поверхности нор­
мальными сжимающими силами, касательные напряжения всюду исчезают, 
нормальные напряжения <5Г = О0 = С>(1 - всюду внутри тела и мы имеем дело 
с всесторонним сжатием.

Интересно сравнить эти результаты с результатами [9]. Простые формулы 
в плоском случае давали возможность сделать качественные выводы относи­
тельно поведения напряжений, их особенностей и свойствах внешних нагру­
зок, устраняющих степенные особенности напряжений (коэффициент особен­
ности в центре сектора превращается в нуль ).

Когда внешняя нагрузка задана в виде сосредоточенных нормальных сил, 
приложенных по линии 9 = 9,, в обоих случаях существуют значения 9, при 
которых степенная особенность исчезает во всех напряжениях. В случае 
плоской задачи 0, =0о/2, а в осесимметричном случае 0, определяется из 
уравнения ( сО50 ) = 0, где V, - первый корень уравнения Гу'(сО50о) = 0.

Причем, значения 0, > 0О /2 и при 0О —>71, 0] —>0о/2. Существуют и 
другие виды нагружения, также устраняющие степенные особенности напря­
жений.
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