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На основе системы уравнений движения вязкой несжимаемой структурной жидкости с несим
метричным тензором напряжений получена специализированная форма основных уравнений при те
чении жидкости в тонком слое. Найдены основные гидродинамические характеристики опорного 
подшипника скольжения с цилиндрической расточкой вкладыша.

1. Система уравнений движения вязкой несжимаемой структурной жид
кости с несимметричным тензором напряжений имеет вид [1]

Vv = 0, (1.1)

~jj~ = -~Vp+(v+v,)V2 v+2v,Vxa»+/ (1.2)

/■^ = 2vr(Vxv֊a։) + (c„+crf֊<:JV(V-a»)+(crf+cJV2cd+c (1.3)

Здесь p - массовая плотность жидкости, р - давление, / - скалярная 
константа с размерностью момента инерции единицы массы, V-вектор ско
рости точки, СО - вектор, характеризующий среднюю угловую скорость вра
щения частиц, из которых состоит точка континуума, V - кинематическая 
ньютоновская вязкость, V,- кинематическая вращательная вязкость, 
Շ'օ՝Գ՝Գ՜ коэффициенты моментной вязкости, - полная производ

ная по времени, V - пространственный градиент, f - вектор массовой силы, 
с - вектор массового момента.

Рассматривая течение слоя жидкости между разделяемыми ею трущимися 
поверхностями, совместим плоскость xOz с поверхностью, развернутой на 
плоскость, или с касательной плоскостью к этой поверхности в какой-либо 
точке элемента трущейся пары, относительно которого будем рассматривать 
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движение другого элемента пары и движение слоя жидкости. Осг Оу сов
местим с нормалью к поверхности трущейся пары, с которой совмещаем 
плоскость хОг.

Так рассмотрим установившееся течение вязкой несимметричной жидкос
ти в тонком слое между приблизительно параллельными поверхностями, ра
диусы кривизны которых достаточно велики по сравнению со средней тол
щиной 8. При этом предполагается, что течение жидкости происходит в на
правлениях X и 2, и что толщина 8 мала по сравнению у/(7, где 6/- ха
рактерная скорость течения. Ввиду малости 8 будем считать, что составляю
щая скорости V значительно меньше и и IV (V« и и и՛) и что, кроме того, 

вследствие прилипания жидкости к стенкам изменения и и IV, как и состав
ляющих СО, и (0 , в направлении осей Ох и 02, соответственно, происходит 
гораздо медленее, чем в направлении оси Оу, а это означает: производная 
по у значительно больше, чем другие производные Э/ Эу » Э/Эх и д/ д՜.

Имеем
- д (Эсо Эсо.

7(7со)=у —
Эу ах дг )

тогда другие компоненты значительно малы. Компонента 7ху на у, то

есть | —------ —— |, а также ду/дх и Эу/Эг малы по сравнению Эи/Эу и
V Эх дх )

Эш/Эу.
Уравнение (1.3) в проекциях на декартовы оси координат не будет содер

жать соответствующего члена из выражения 7(7-со), так как 

72й» 7(7со).
Тогда, отбрасывая в уравнениях движения (1.2) и (1.3) малые по сравне

нию с дру| ими, и пренебрегая, как обычно, массовыми силами и массовыми 
моментами, в проекциях на декартовы оси координат получим следующие 
приближенные уравнения течения вязкого несимметричного слоя:

1 др 

р Эх

Эсо.
а? (1-4)

I др 

рд:

Э2ту

Эу2

Эсо, 

Эу
(1-5)

. . Э'СО ( Эш
(т-0+с,)-^-֊2у^2сол֊—^=0 (1-6)

, > Э2С0. ( ди |
(с» +С>)'^_2У^2®г + Э^=0 (1'7)

^ = 0
(1.8)
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Уравнения (1.4) -(1.8) совместно с уравнением неразрывности (1.1) явля
ются дифферециальными уравнениями смазочного слоя структурной несим
метричной жидкости.

2. Используя условие прилипания слоя жидкости к поверхностям, ограни
чивающим смазочный слой, граничные условия для скоростей и и IV , а 
также угловых скоростей С0х и С02, можно записать в виде

при у = 0 и = 0, ту = 0, сох = 0, со. = О

при у = /г « = С/, и>= И7. сох = 0. со = О (2.1)

где и и IV - составляющие относительной скорости верхнего элемента 
трущейся пары в направлении осей 0.С и 0г, к = 8.

В уравнениях (1.4) - (1.8) можно провести интегрирование по переменной 
у. Тогда, используя граничные условия (2.1), из (1.4) - (1.8) получим

11 др($Ъку, , - ,
------- ■ ,, к-У - — Со сплт —2ру&кзЬА7| ՛) 2

сИ кк - 1 

зЬ кк
(2.2)зИ ку -1

2

со
1 Эр ( $Ьку

2ру дх՝
1зЬ кк

Л-.^-֊с/сЬАт- сЬ кк - 1
$11 ку -1 (2.3)

1 Эр ГV 

руйхк 2

№гк сЬку - 1

к зЬ кк
+ с-слЬ- [зЬАт-

(с11Ау- 1)(сЬ кк - 1) 

зЬ кк

№/։ сИ Ал՛ - 1^1 

~к $Ъкк )+ 1Г-Св\у- [эЬ ку-

(2.4)

(сЬАл'-1)(сЬА7;֊1) 

з11А7/
(2-5)

где

” г.1 

’ л 2

г л

_л_Ф и
ру 5х ~ II , М , к = — (2.6)

Ср+Сз

. 4у

Г
• _1 '՛ дР_ * 
“ 2 ру & к ^՜ кк

ру & V 2

эЬ кк
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Обозначив скорость сближения граничных поверхностей вдоль Оу через 
V, интегрируя по у уравнение неразрывности в пределах толыцины слоя А, 

получим

и л

‘''-йН-эгН (2.7)

В уравнении (2.7) интегралы из себя представляют расход смазки в дан
ном поперечном сечении слоя соответственно в направлении осей Ох и О? 
и, согласно (2.4) и (2.5), равны

п 13

о рУ Эх ' 2

I »<1у = ֊ ^7 /(А7, /, Л) + ֊ Я7( (2.8)

где

/(ли,л)
1 Г- М к/։

к 12 Л 211 2 .
(2-9)

Подставляя (2.8) в уравнение (2.7), будем иметь:

—ГА’/(лг,/,А)^1+у-Гй7(лг,ЛА)|^1=руИ + ^у-(№)+^у-(И/А) 

Эх|_ ЭxJ Эхк ЭхЗ 2 Эх 2 Эх
(2.10)

Уравнение (2.10) является обобщением известного уравнения Рейнольдса 
для давлений на случай движения вязкой несжимаемой жидкости с несим
метричным тензором напряжений.

Это уравнение является фундаментальным в гидродинамической теории 
смазки несимметричных жидкостей.

3. Найдем решение задачи расчета гидродинамических характеристик 
опорного подшипника с цилиндрической расточкой вкладыша.

Как показывают опыты с подшипником скольжения, когда на цапфу дей
ствует нагрузка, то по отношению к подшипнику цапфы располагаются экс
центрически, причем центры их смещаются относительно центра подшипника 
вниз и в сторону вращения, как это схематично показано на фиг. 1, и между 
рабочими поверхностями шейки и вкладыша подшипника, ниже линии цен
тров 0,0, образуется клинообразный сужающийся в направлении движения 
слой смазки. По длине этого слоя гидродинамическое давление в слое смаз
ки постоянно увеличивается по направлению течения, а затем, достигнув мак
симума, падает до своей первоначальной величины в сечении, расположен
ном несколько далее наиболее узкого сечения слоя смазки. Об этом сви- 
дельствуют также измерения распределения давления масла по окружности 
шейки, полученные Тихвинским и Свифтом при испытаниях опорных подшип
ников турбин при различных нагрузках [2].

Имеем цилиндрический подшипник при эксцентрическом расположении 
шипа. Полагаем, что смазочное вещество заполняет все пространство между 
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шипом и подшипником. Движение смазки в смазочном слое будем считать 
плоским. Практически это означает, что при расчете не принимается во вни
мание то, что длина шипа, охваченного подшипником, конечна (отношение 
длины шейки на толщину слоя /ш /с ~ 103 [3]).

Обозначим радиус шипа Л,, радиус подшипника Л,, а переменную тол
щину слоя смазки между ними Л (фиг. 1).

Фиг. 1.

Пусть шип вращается равномерно по часовой стрелке и пусть линейная 
скорость на ловерхости шипа равна V. Эксцентриситет е = (/(А принимает
ся очень малым по сравнению с радиусами окружностей Л, и 
Я, > « Я,, Я- .

Положение жидкой частицы в смазочном слое определяется криволиней
ными координатами Л' и у, где X измеряется вдоль дуги окружности радиу
са Я., а у отсчитывается от точки поверхности шипа по направлению норма
ли к окружности. При этом точка О- неподвижная точка, взятая в том месте, 
где расстояние между шипом и подшипником является наибольшим. Введем 
центральный угол ф , отсчитываемый от ОО։ в направлении вращения шипа, 
тогда х= Я,ф.

Примем, что толщина слоя смазки 11 столь мала по сравнению с радиу
сом шипа Я,, что кривизной координатных линий можно пренебречь и счи
тать для течения в смазочном слое справедливым уравнение Рейнольдса для 
давлений (2.10). Решение задачи для полного подшипника в этом приближе
нии в случае классической ньютоновской жидкости было дано Зоммерфель- 
дом [4]. Несимметричная модель гидродинамической теории цилиндрическо
го полного подшипника рассмотрена в работе [5].В [6] рассмотрено течение 
микрополярной жидкости в половинном подшипнике.

В теории смазки радиальных подшипников скольжения принято описать 
толщину смазочного слоя уравнением

/|(ф) = с(1 +есо5ф) (3.1)

Здесь С - радиальный зазор , е = е / с.

36



По величине £ определяют минимальный зазор между цапфой и подшип
ником Лтш = с(1—е). По условию обеспечения жидкостного трения в двига
теле любых размеров значение /։т1П должно быть больше линейной шерохо
ватости [3]. Так, шатунный подшипник четырехтактного двигателя ГАЗ-21 ав
томобиля Волга" имеет Лт|п =8 10'м [3] (для воды при радиусе капилля

ра г„ < 10-с'м течение не описывается формулой Гагена-Пуазейля. причем с 
уменьшением радиуса капилляра отклонение от него сильно возрастает).

Для определения поля давления в смазочном слое применим модифици
рованное уравнение Рейнольдса для давлений (2.10), которое в случае ста
ционарного плоского движения вязкой несжимаемой жидкости и скольжения 
трущихся пар в направлении одной координаты имеет вид (здесь и далее ин
декс 1 у Л опущен)

3 , др , , ч ру <ЗЛ
т֊ л= — УК— (3-2) 
оф|_ «р з 2 5ф

Интегрируя (3.2), получим

др 1 (7Лг| ,,
1331

где Л,- постоянная интегрирования, определяющая одновременно точки 
экстремума давления.

Для нахождения постоянной интегрирования необходимо знать располо
жение смазочного слоя и протяженность участка смазки (область положи
тельных давлений).

Несмотря на наличие большого числа исследований, посвященных реше
нию уравнения Рейнольдса для давления, вопрос о границах протяженности 
и размещения смазочного слоя в опорном подшипнике остается дисскусион- 
нг.м. Протяженность участка смазки зависит от количества смазки, подавае
мой в зазор при заданном расположении шипа в подшипнике и заданных ве
личинах относительно зазора и относительной длины подшипника (вклады
ша).

На расположение смазочного слоя и его начало очень большое влияние 
оказывают такие конструктивные особенности вкладыша, как размещение 
смазочных канавок, карманов, отверстий и т.п.

Предположение о начале смазочного слоя на кромке нагруженной части 
вкладыша или в наиболее широком месте зазора, практически имеющих мес
то величины относительно зазора щ = с/ R, хорошо отвечает опыту, сооб
разно чему и выбирают угол ф, начала несущей части слоя. Смещение нача
ла смазочного слоя в сторону некоторого увеличения угла <р, в очень не
большой степени будет влиять на величину давлений в первой половине об
ласти положительных давлений.

Многие исследователи используют граничные условия, основанные на 
предположении, что давление масла в месте минимального зазора равно ну
лю. Так, А. Стодола, Л. Гюмбель, М.И. Яновский, А.К.Дьячков и др. предпо
лагают, что эта гипотеза верна [8]. В 1957 и 1963 г.г. Н.Типей и А.Ника про
вели дополнительные опыты. По их мнению, наилучшее совпадение результа
тов расчета с опытом получается в том случае, когда предполагают, что мас
ляной слой обрывается в месте минимальной толщины пленки <р2 = Л [9].
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По данным опыта с цилиндрическими подшипниками ф, =тт/3- угол нак
лона радиальной плоскости, проведенный через начало несущего слоя к ли
нии центров, а ф, = ТС- угол наклона радиальной плоскости, проведенный че
рез конец несущего слоя к линии центров [3].

Тогда, граничные условия для р будут иметь вид

р = 0 при ф, = тс/3 и ф2 = тс (3.4)

Интегрируя (3.3) по ф, в пределах от ф, до ф , будем иметь для гидроди
намического давления

Ф
р(ф) = 1</р = ^П^Л/1(<р)-ПЛ2Л(ф) (3.5)

Ф.=*'3 2

где

\ Г т/ф , / \ Г ^Ф „ /Д’!) „
/|1р -1л7(лг./.л)’ 1 ф 7%л7(^,/,л)’ с՜ 2 ֊.А(тс)(3б) 

Связь с секундным расходом жидкости (2, через любое сечение зазора 
подшипника, с постоянным Л, можно находить, сравнивая уравнение (3.3) с 
первым уравнением (2.8).

Для безразмерного давления в зазоре имеем

Лф) = ֊Л(ф)-(2'К(ф) (3.7)

где

/’(Д',/.,//) 1 1 /V Ы1,Н
12+ и.Н)2՜ 21НС ՛ 2

/=Е. гУи. №

с’ ' Г с 2Л’,(тс)

4. Найдем результирующую всех сил давления и трения - главный вектор 
реакции жидкости, действующий на шип. Будем считать, что в подшипнике 
отсутствует торцевое течение. Так как величины С и Л считаются малой по 
сравнению с Л, то при вычислении результирующей силами трения, имею
щей порядок 1/с по сравнению с силами давления, порядок которых равен 
1/с2, можно пренебречь [10,11].

При постоянной по величине и направлению приложенной к шипу внешней 
силы, И7 - несущая способность смазочного слоя - равна этой силе.

Отнеся главный вектор IV к единице длины вдоль оси подшипника, бу
дем иметь
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И4/2 = XV 81пФ = R (4.1)
я/3

для нормальной к линии центров нагрузки И7 - и

)Е0 = И7 созФ = -Л ]”рсозфг/ф 

я/3
(4.2)

- для компонента нагрузки №0, действующей вдоль линии центров. Здесь 
Ф- фазовый угол между линией действия нагрузки и линией центров.

Интеграл (4.1) проще всего вычислить по частям, найдем
я я

И4/2 = ֊R //х/(со«ф) = R / т^сохсргАр 

я/З я/3 °Ф

Подставляя сюда др/ Эф из (3.3), с учетом (3.6), получим в безразмерной 
форме

н/. _ С08фф _ Г С08фф
"'2 2^пН2^,Ь,н) 1уН3/\/Ч,Ь,н)

Аналогично вычислим интеграл (4.2), найдем
я я

ГЦ, = -R / /лУ(сохф) = R / -—-хтфгйр 

я/3 я/3

Сюда, подсталяя о///Эф из (3.3), с учетом (3.6), получим в безразмерной 
форме

2 л . л .
. И/0С“ 1 Г ЗШфЛр . Г $ШфЛф

14/0 " т)/?24/ ~ 2 „,у ь, н) н3/(м, ь,н)

Для несущей способности подшипника имеем

и7-=(и7/+и7;22),': (4.5)

5. Определим коэффициент нагруженности цилиндрического радиального 
подшипника. При выводе дифференциальных уравнений для смазочного слоя 
при его малой толщине упрощения свелись к тому, что из уравнений движе
ния выпали отдельные (второстепенные) слагаемые, обусловленные вяз
костью, и слагаемые всех квадратичных членов инерции - движение смазки 
оказалось независимым от числа Рейнольдса [1,12,13].

Так как силы инерции входят лишь в число Рейнольдса и Эйлера, 
представляющий отношение сил давления к силам инерции, поэтому, чтобы 
зависимость между динамическими критериями подобия не зависела от сил 
инерции, число Яе и Ей должны комбинироваться так, чтобы силы инерции 
при этом исключились. Такими единственными комбинациями являются про
изведения Яе- Ей и Яе- Ей т, которые дают новые критерии, представляю
щие собой отношение нормальных и касательных усилий в смазочном слое к 
силам вязкости соответственно. Эти новые критерии являются числами Лаг-
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ранжа [14] для нормальных и касательных усилий. Число Лагранжа 
Ей- [<е = (7՝<1|// 2/։к • , отвечающее среднему нормальному давлению,
называется коэффициентом грузоподъемности или нагруженности £ [3,8]. 
Поскольку и = Л£2, где £2- угловая скорость вращения шипа, то

G ЧТ

Здесь </ = 2 К- диаметр шейки вала, (У- внешняя нагрузка. 
Из (4.5) и (5.1), получим

П/֊ =2£

(5.1)

(5.2)

6. Найдем геометрическое место линии центров (Х-градусного радиально
го подшипника (подшипники, вкладыши которых имеют сбоку масляные кар
маны, уменьшающие дугу охвата шипа до а < 180' , называются (Х-градус- 
ными центрально-нагруженными [8]). Так как расположение границы смазоч
ного слоя, то есть угол гр,- наклон радиальной плоскости, проведенный че
рез начало несущего слоя, также угол <р,- наклон радиальной плоскости, 
проведенный через конец несущего слоя, измеряются от места максималь
ной толщины смазочной пленки, то есть от линии смещения центров цапфы и 
подшипника, то становится понятным важность вопроса об определении гео
метрического места линии центров: угол <ро - наклон линии центров к линии 
действия вектора внешней нагрузки.

Угол (ро, который численно равен Ф - фазовому углу, найдется из фор
мулы (4.3) и (4.4), тогда

X ГС
1 Г СОБфб/ф Г _ СО$(рб/ф

-------- :—  ;---------:—;— <6-1> 
"» 1 Г 51Пф(7ф----------------Г 81П(р<7ф

2 II2I. II) "С Д //’/(Л\ А, II)

7. Структурная несимметричная жидкость характеризуется двумя безраз
мерными параметрами.

Параметр связи N, определенный формулой 

характеризует связь уравнений поступательного и вращательного движения. 
Когда V. —> 0, то получаем /V —> 0, эти уравнения разделяются и уравнение 
поступательного движения сводится к классическому уравнению Навье-Сток- 
са.

Второй важный безразмерный параметр /, представляет собой отношение 
зазора между шилом и подшипником с к характерной материальной длине 
вещества / , то есть

40



с„ +

4у

Это число характеризует взаимосвязь между геометрией системы и свой
ствами жидкости.

Параметр / имеет размерность длины и может быть отождествлен с не
которой характеристикой вещества, зависящей от размера молекул или зе
рен, введенных в смазку присадки, для улучшения условия работы подшип
ников. Нужно полагать, что эффекты несимметричности жидкости будут зна
чительными, когда I велико, либо маломинимальная толщина слоя смазки. 
Если последняя считается малой, то чем больше / , тем ярче будут выраже
ны эффекты несимметричности жидкости.

Выражения для давления (3.7) и несущей способности (4.5) сводятся к 
классическому решению при Ч 0 или I. —> ж>

Нт Р = Р
! —>» кл
или

АГ—»0

Кт И՜- = 
г-,~ ■<"
или

Л'-»0

В третьем предельном случае /, —> О классическое решение умножается 
на |/(1-№).

Нт/’ = /’ 
л-,0 кл

Нт)Г’=И" /.-♦О
1 

(1-№)

На фиг. 2 показаны графики зависимости безразмерного давления от угла 
(р при различных значениях (V՜ и Д = 0 , а на фиг.З показаны графики за
висимости безразмерного давления от угла (р при различных значениях па
раметра А и /V՜ =0,9. Графики показывают, что снижение /, соответствует 
возрастанию давления. Предельные случаи I. —> 0 и /, —дают верхнюю 
и нижнюю границы гидродинамического давления. Во всех случаях давление 
оказалось больше рассчитанной по теории ньютоновской жидкости.

Фиг. 2. Фиг.З.
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На фиг.4 и 5 показаны графики зависимости коэффициента нагруженнос- 
ти цилиндрического радиального подшипника в зависимости от эксцентриси
тета £ при различных значениях параметра /. и /V. Предельные случаи 
/„ —> 0 и /, —> со дают, соответственно, верхнюю и нижнюю границу коэф
фициента грузоподъемности подшипника. Во всех случаях коэффициент гру
зоподъемности оказался больше рассчитанной по теории Навье-Стокса.

Фиг. 4 и 5 свидетельствуют о благоприятном влиянии использования при
садок для улучшения условий работы подшипников, в частности, для повы
шения несущей способности.

Фиг.4.

ь

Фиг.5.

Для выявления влияния учета микроструктуры жидкости на величину <р0 
был произведен численный эксперимент исследований формулы (6.1) при 
различных значениях параметра связи N и параметра взаимности между ге
ометрией и свойствами жидкости Լ . Результаты численного эксперимента 
показывают, что учет микроструктуры жидкости мало влияет на геометричес
кое расположение линии центров на величину <рг1 .
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