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On the problem of tain erosion of grounds

Предлагается математическая модель о дождевой эрозии почв, как движение слоев воды и 
суспензии по пористому склону. Приведены уравнения фильтрации и вязких жидкостей для 
двухфазной среды.

Исследование процессов эрозии является одной из задач борьбы с ней. 
Результаты полевых и лабораторных исследований позволяют ставить вопрос 
о создании математических моделей описания процесов эрозии почв. Ниже 
этот вопрос рассматривается в случае водной, а конкретнее, дождевой эро
зии на склонах возвышенностей Земли. По достижении капель дождя по
верхности склона, жидкость капель фильтруется в поры почвы, образуя во
донасыщенную среду. Под действием силы тяжести и возникающих сдвиго
вых сил на поверхности склона образуется подвижный слой водонасыщенной 
почвы, стекающей к пониженной поверхности Земли. Различные виды почв 
после водонасыщения можно рассматривать как суспензию с различными 
физико-механическими свойствами. В настоящей работе исследование сус
пензий проводится на основе двух модельных сред. Водонасыщенная почва- 
супензия, состоящая из потока воды, содержащей твердые частицы опреде
ленной концентрации (например, водонасыщенная песчанная почва), рассмат
ривается как ньютоновская жидкость, вязкость которой зависит от этой кон
центрации [1]. Из опытов известно, что суспензия типа глинистых растворов 
при своем движении, наряду с вязкостью проявляет также пластические 
свойства [2]. В таких средах существует предельное напряжение сдвига (пре
дел текучести), при превышении которого начинается течение по закону вяз
кой жидкости. При сдвиге ниже предела текучести суспензия рассматривает
ся как твердое тело. Коэффициент вязкости и предел текучести зависят от 
пористости почвы и скорости сдвига.

Основываясь на этих свойствах, здесь суспензия - глинистый раствор - моде
лируется линейной вязко-пластической средой [3,4]. Чаще не вся жидкость ка
пель дождя, достигших поверхности склона, фильтрируется в почву. Тогда, над 
подвижным слоем водонасыщенной почвы возникает слой ньютоновской жидкос
ти, так же стекающей к подножию возвышенности. На процесс водной эрозии 
почвы на склонах возвышенностей, характерный малыми скоростями частиц сре
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ды (сантиметры в секунду), может оказать влияние вращения Земли. Исследова
ние этого вопроса удобно проводить в осях координат, жестко связанных с Зем
лей. В этих осях уравнения движения содержат дополнительно силы инерции: 
центробежную силу, которая действует одинаково на подвижные и покоящиеся 
частицы и силу Кориолиса на единицу массы — 2сц,Хй (Щ,- угловая скорость 
Земли, й- относительная скорость частиц). По своему влиянию центробежная 
сила эквивалентна малому изменению ускорения силы тяжести и обычно отдель
но не рассматривается. Наиболее важную роль в относительном движении играет 
кориолисова сила. Пусть (7 - характерная величина относительной скорости час
тиц, /,- характерный линейный размер, на протяжении которого относительная 
скорость частиц изменяется на порядок. Тогда, отношение величин (иУУй к 

п и
ХСЦ)Х(Т в уравнении относительно движения среды имеет порядок л0 = ------.

Это отношение называется числом Россби [5]. При Ип » 1 можно пренебречь 
влиянием силы Кориолиса. При Ло « 1 , определяющим фактором будет 
действие силы Кориолиса. Если число Россби порядка единицы, то эффект от 
величин р(йУ)й и р2Щ,ХЙ будут одного порядка. Наблюдения показывают, 
что движение водонасыщенной почвы на поверхности склона может иметь вол
новой характер типа волн "на мелкой воде" [5,6]. Решение системы уравнений, 
описывающих движение водонасыщенной почвы в слое на склонах возвышеннос
тей Земли на моделях вязкой жидкости и вязко-пластической среды, с учетом 
силы тяжести, вращения Земли, образования волн, требует привлечения совре
менных вычислительных машин. С другой стороны, необходима разработка ме
тодов решения задач проблемы при упрощающих условиях, когда можно пренеб
речь факторами, мало влияющими на процесс движения. Во многих случаях та
кой подход позволяет получить простые решения, вполне пригодные для практи
ческого использования. Например, при исследовании многих задач принято по
верхность Земли считать горизонтальной плоскостью, а ускорение силы тяжести 
- направленной перпендикулярно к этой плоскости [5,7]. Основанием такого 
приближения является малая кривизна поверхности Земли и сравнительная огра
ниченность линейных размеров области движения. Сила Кориолиса влияет толь
ко на форму траектории в относительном движении частиц среды и в ряде слу
чаев ею тоже можно пренебречь. В рассматриваемых здесь задачах приняты эти 
приближения. Кроме того, не учитывается образование волн и делаются другие 
допущения, упрощающие исследование.

2. В дальнейшем, поверхность склона возвышенности считается плос
костью, наклонную к горизонту под углом ОС (фиг. 1). Влиянием границ по
верхности склона пренебрегается, так что эта поверхность является неогра
ниченной плоскостью. Скорость капель дождя Ио и ускорение силы тяжести 
<? направлены одинаково, перпендикулярно горизонту (фиг. 1). Обьмная 
концентрация СО жидкости капель в дождевом пространстве над по
верхностью склона распределена равномерно. Подвижная часть водонасы
щенной почвы - слой суспензии, примыкающей к поверхности склона, явля
ется однородной несжимаемой средой. Скорость частиц суспензии вдоль 
плоскости склона считается однонаправленной. В силу сделанных предполо
жений это движение будет плоским. Возьмем начало координат л՛,у на по
верхности склона, ось X на этой поверхности направим по скорости суспен
зии вдоль склона, ось у - вдоль внешней нормали п плоскости склона (фиг. 
1). Как указано выше, над пористой поверхностью склона образуется слой 
вязкой жидкости. Составляющие скорости частиц этой жидкости в направле-
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нии оси X считаются однонаправленными, по направлению, совпадающему с 
однонаправленным движением суспензии. Другая составляющая скорости 
этого плоского движения направлена в отрицательную сторону оси у. Эта 
скорость равна действительной скорости >У0 фильтрации жидкости на порис
той поверхности склона. Фильтрация происходит в отрицательном направле
нии оси у. В условиях предполагаемого ламинарного движения жидкости в 
порах почвы , фильтрация определяется законом Дарси [8]

тгпг

фиг. 1

_ Ар | р
IV = -—V —I- угсоза

П 1р ' (1)М'= пт>

В равенствах (1) скорость фильтрации IV определяется как расход жид
кости на единицу площади поперечного сечения почвы. Величина X, имею
щая размерность площади, называется коэффициентом проницаемости, Т|- 
коэффициент вязкости, р, р - давление и плотность жидкости в порах. 
Второе равенство формулы (1) устанавливает связь между скоростью филь
трации (V и действительной скоростью и’о жидкости в порах. В этом ра
венстве т обозначает объемную концентрацию пор почвы - пористость. 
Толщина области водонасыщенной почвы возвышенности / , при сделанных 
выше ограничениях определяется интегралом

/=/Ыл (2)

о

При постоянных значениях Ш,Т|,А , учитывая несжимаемость сред и од
номерность фильтрации из формулы (1), получим

| Хре X др | Э։у Л д2р „
>у = -^------ соза+—— — = 0, т-^ = 0 (3)

Г) т| Эу ) ду ду

Если пренебрегается изменением давления и фильтрация происходит 
только под действием силы тяжести, то согласно (1) и (3), получим

Хр#
ту ------------ соза, ту = »»и’о (4)
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Таким образом, пористая поверхность склона является границей между 
слоем жидкости и слоем суспензии. Предполагается,что на этой границе за
даны скорости IV и по закону Дарси. Другой границей слоя жидкости 
является поверхность раздела его с областью дождя. В силу принятых усло
вий, эту поверхность можно считать плоскостью, параллельной плоскости 
склона. Расстояние между границами слоя жидкости по оси 1՛ - толщину 
слоя жидкости, обозначим через H(l) (фиг. 1) .Над граничной поверхностью 
у = // скорость жидких капель Уо и концентрация СО , заданные постоян
ные величины, равномерно распределенные в дождевом пространстве. Если 
ds - элемент этой поверхности, то в единицу времени через ds в слой вте
чет количество несжимаемой жидкости dMx :

dM} = pads(ÎI + cosa), H = -—~

где II - скорость граничной поверхности. За это же время через элемент ds 
противоположной границы слоя (поверхности склона), из жидкого слоя в 
почву (суспензию), вытечет жидкость в количестве dM-,:

dMz = pmw^ds

По закону сохранения массы, при сделанных выше предположениях раз
ность <7Л/, - dMz равна секундному изменению массы жидкости в объеме 
слоя

ds-HA ֊{pHds] = pHds

Это равенство определяет скорость II границы 

соК соБСХ-дпщ CûKcosa-x’
П = —--------------֊ = ֊֊֊-------------  (5)

1-со 1-со
При прохождении жидкости капель через поверхность y = кон

центрация и скорость жидкости терпят разрыв. В общей постановке давле
ние также может терпеть разрыв. В рассматриваемой задаче плоской одно- 
мерной фильтрации несжимаемой жидкости, нормальная составляющая ско
рости жидкости за поверхностью разрыва равна w0 и направлена вдоль от
рицательной оси у. Пренебрегая изменением внутренней энергии несжимае
мой жидкости, условия на поверхности разрыва у = II, выражающие основ
ные законы механики, запишутся в виде равенств

®p(^ + ,/oJ = p(^ + %)> + = (6)

lw2 — y2 А
œp(^ + ^)l '(12՜0՜՞՜ 1=-/>и'о+“РЛол. vx=Hosina, Ио„ =-K0cosa

где /> - давление, - касательная составляющая скорости частиц жидкости 
непосредственно за поверхностью разрыва. Скорость направлена парал
лельно оси X. В дальнейшем предполагается, что давление не терпит раз
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рыва (/? = ра, ра - давление в дождевом пространстве и в порах почвы до 
фильтрации жидкости). Массой воздуха пренебрегается. Итак, одно из гра
ниц слоя подвижной суспензии является поверхность склона юсь Л"). Вторая 
граница, проходящая внутри возвышенности, является повеохчостыо раздела 
между слоем подвижной суспензии и неподвижной точвой В силу условий 
задачи эта граница будет плоскостью, параллельной поверхности склона. 
Пусть /1(1)- толщина слоя суспензии, тогда, положение второй границы оп
ределится уравнением у = -Л(/). Плотность однородной несжимаемой сус

пензии обозначим через р0:

р0 = ?«р+(1֊/?/)р1 (7)

где р| - плотность материала почвы. Символом у( у.з) обозначим скорость 
однонаправленного движения частиц в слое несжимаемой жидкости вдоль 
оси Л*. Скорость однонаправленного вдоль оси А частиц = ;лое суспензи/. 
обозначим через и^у,/). По постановке задач составляющие скоростей ■- 
оси у считаются постояннными. Действующей силой в этих задачах является 
сила тяжести. Поэтому в уравнениях движения в обоих слоях сило, инерции 
в направлении у не возникают:

др др др
— = р^соза. — = ро"соза, — = О
оу оу <Л'

С учетом этих равенств и однонаправленности скоростей частиц ;ред. 
уравнения движения в слое жидкости и в слое суспензии .яжениях.
соответственно, представляются в виде

ду дт ду
р-=р^па+ —, г,,=п֊ (8)

ди дт“,
Ро-^- = Ро^51па+— (9)

огде Тух, Тг։- напояжения сдвига в слое жидкости и - слое сусл«.-
3. Пусть суспензия представляет собой поток жидкости с твердыми нес

вязанными частицами определенной концентрации. Будем рассматривать та
кую суспензию как ньютоновскую несжимаемую жидкость с коэффициентом 
вязкости ц. Тогда в уравнении (9) напряжение сдвига представляется ра
венством

Коэффициент ц определяется из опыта [9]. При малых объемных кон
центрациях вещества почвы 2, для этого коэффициента, А. Эйнштейном по
лучена формула [2]

ц = п(1 + Ат)
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где 1]- коэффициент вязкости жидкости без примесей. Для сферических 
частиц почвы множитель к =2,5.

В настоящем исследовании коэффициенты Т| и Ц считаются постоянными
известными величинами, и уравнения (8) и (9) можно представить в виде

а2у I Эу ,?51па П
Эу2 =■ —а 4—5՜, V Э/

а- , V
V

= - (11)
Р

э2« 1 ди Г)----  — ՛- —ь + —, Ь- У„ = — (12)Эу՜ Уо д1 Ро

Установим граничные условия этих уравнений. На границе между слоями 
жидкости и суспензии, то есть на поверхности склона должны выполняться 
условия

у = 0, и = и, у = У, С/ = У, ц—= т|— (13)
Эу Эу

На границе между областью дождя и слоем жидкости давление равно ра, 
а напряжение сдвига предполагается равным нулю, скорость частиц опре
деляется последним равенством формулы (6):

Эу
у = //(/), — = 0, у = И051па, р = р„ (14)

цУ

На границе слоя суспензии у = -/<(/) должно выполняться условие

у = -/((/), и{-/|,г) = 0 (15)

Уравнения (11) и (12) известны как уравнения теплопроводности. Мате
матические методы решений этих уравнений хорошо разработаны [10]. 
Здесь эти уравнения решаются эффективным методом последовательных 
приближений, изложенным в работах [11, 12]. Для уравнения (11) за первое 
приближение возьмем решение V, следующего уравнения с граничными ус
ловиями:

[)-у Эу
— = 0; у = 0, У = К = (7; у=Н, 5֊ = 0; у, =С/(/) (16)
Эу* ' Эу

Решение У, подставим в правую часть уравнения (1) и дважды проинтег
рируем по у, получим

(и V . ш
у= —-а Н+с.у+сг, и = —7՜ (17)

)2 ՛• 2 <1։

Ограничимся вторым приближением у,, которое равно сумме у, и реше
ния (17). Постоянные с, и С2 во втором приближении V, определяются из 
тех же граничных условий (16).

В результате придем к выражению
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, , и \2Hv-v2
у = У2=и(1)-\—а - (18)

V ) 2

Второе равенство в условиях (14) приводит к уравнению 

/у2 . а
у = Н, и-—и = У05\па-֊Н2 (19)

которое решается при условиях ( = 0,1/= Ко 51па;//(/) определяется из 
(5), причем //(0) = 0.Последнее равенство в условиях (13) теперь запишет
ся так:

Задача свелась к решению уравнения (12) при условиях (20) и (15). За 
первое приближение решения берем решение следующего уравнения с 
условиями:

Э2и Эи , /. \
—^- = 0; у = 0, —- = е; у = -Ь, и = 0; н։=е(//+у) (21)
оу оу 

где £ определено по формуле (20). Подставим в правую часть уравнения 
(12) и проинтегрируем дважды по у, в результате будем иметь:

ёу3 ёЛ+ей-У0/> ,
и = 7—+----- -------------у + С.У + С,6у0 2у0 ֊ '• 2

(22)

точка над символом означает производную по времени. Ограничимся вторым 
приближением иг, которое равно сумме первого приближения и, и решения 
(22). Постоянные с։, С, во втором приближении также определяются услови
ями в формуле (21). В результате придем к следующему решению во вто
ром приближении

I \ ё / , ё.11+е11-упЬ,и = = е(Л+.у)+—(Л +у )---------—-------- (Л--.У ) (23)

Напишем это решение для у = 0 и присоединим к полученному соотноше
нию уравнение (19):

ё/;+еЛ-у0£ 
2^

£ т 
и = еЛ+ -—Л - 

6у0
(24)

Н2 . а , ■ соц,соха-гу
и = —֊и--н2 + И0$ша, // = —\= — 

2у 2 0 1-со р
В настоящей работе все коэффициенты предполагаются постоянными. По

этому скорость изменения толщины жидкого слоя И = £) постоянна:
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II = О!. Система уравнений (24) определяет скорость суспензии И = 11 на 
границе склона (у = 0) и толщину слоя суспензии Л(/) при условии 

7 = 0, Л = 0. Секундный расход через поперечное сечение слоя суспензии 
определяется интегралом

иГеЛ2 ёЛ4 ё/|+еЛ-у06 3^1
= РоПГ+^------------ ^7 —Л (25)

-л V °У0 •’У0 )

Практический интерес предсталяют решения уравнений (11) и (12) в ква- 
зистатическом приближении, когда в этих уравнениях пренебрегаются уско
рениями частиц среды. Тогда уравнения, соответственно, запишутся в виде

Э2у Э2к
ут = ֊а; = (26)
ду ду

Уравнения (26) решаются при прежних граничных условиях. Решение пер
вого уравнения для слоя жидкости представляется в виде:

г^уша-о//2
= (27)

Согласно граничному условию (13) скорость частиц суспензии и ее про
изводная по у, на поверхности склона принимают значения

„ ,, 2И0ма֊а//2
У = 0, и = и =-----------------------

Эи П
— = ~аН
Эу ц

(28)

Решение второго уравнения 
зии, дается формулой

(26), определяющее скорость частиц суспен-

Л'-у2 , х Т|
и = Ь———не(Л+у), £ = — аН, Н = О1,

Эк
— = ֊Ьу + Е 
ду

(29)

На поверхности склона скорость XV равна скорости (7 , определенной по 
формуле (28):

у=0, Ь/12+2£11 = 2и,
2/0 япа-вЯ2

Эти соотношения определяют толщину слоя суспензии

-е+л/е2+2И> .. 2К0 $та-а//2
Л =------------------- , и =------------- ----------- (->0)

о 2

В полученных соотношениях Ей// определены равенствами в (29). Рас
ход суспензии через поперечное сечение слоя здесь определяется по фор
муле

(31)
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4. Пусть теперь моделью суспензии является несжимаемая линейн-вязко- 
пластическая среда. Тогда в уравнении (9), описывающем однонаправленное 
движение суспензии в слое, напряжение сдвига определяется равенством

п , Зи I п _ , I ди
Т-=±* + ^Э?

Эи
В рассматриваемой задаче — >0. Поэтому перед величиной к - преде

лу
лом текучести среды, берем положительный знак

„ Эи
+ (32)

Эксперименты показывают существенную зависимость коэффициентов к 
и Ц от пористости почвы [9]. Кроме того, предел текучести зависит от связ
ности почвы, а коэффициент вязкости - от скорости сдвига [2]. В естествен
ных условиях пористость и водонасыщенность почвы убывает с глубиной 
(вдоль отрицательной оси у), а значения к и (4 увеличиваются [9]. Уста
новление зависимостей коэффициентов к и |Л от пористости водонасыщен
ной почвы-суспензии, а пористость от глубины (оси у) является неотложной 
задачей. При уменьшении концентрации вещества почвы в суспензии (росте 
пористости) коэффициент |4 приближается к конечному пределу - коэффи
циенту Г] жидкости, а предел текучести к стремится к нулю. Минимальные 
значения к и JJ достигаются на поверхности склона. Здесь, для определен
ности, без должного обоснования предполагается, что коэффициент вязкос
ти постоянен, а предел текучести - известная функция у:

А=А'(у), ц = const, у<0

При такой зависимости, согласно (32), уравнение (9) примет вид

Эи , ч Э2и
Ро = Ро£ SIп а+к (у) + ц , ц = const

Принимая линейный закон зависимости А՜ от у и на поверхности склона 
(у = 0), предел текучести равен нулю, получим

А = ~коу, Ц = const, у < 0 (33) 

коэффициенты А'о и Ц считаются известными величинами. Теперь уравнению
(9) и формуле (32) можно придать вид

Э2и 1 Эи
Эр2 0 v0 Э/

с0 =—sina-— 
v„ М

т°։=-Аоу + ц —; у = 0, к=0 (34)
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При наличии, над слоем суспензии, ньютоновской жидкости сохраняются ус
ловия (13)

у
„ ди д\

“■ “К՛”1?;- у(О,г) = и(О,г) = I/ (35)

На другой границе суспензии у = -Л выполняется условие (15). За первое 
приближение решения уравнения (34) возьмем решение щ следующего 
уравнения с граничными условиями:

д2и ди
—т- =0; у = 0, — = е; у = -Л, и = 0; и.
Эу ду

(36)

где Е определен формулой (20). Подставим и, в правую часть уравнения 
(34). После двойного интегрирования по у получим

и =
еу3

6у„
ёЛ+/|е-у„с0 

2Уо
у2+с1у+с2 (37)

Ограничимся вторым приближением которое равно сумме н, и решения 
(37). Постоянные С։,С2 во втором приближении определим при граничных 
условиях (36). В результате, для второго приближения решения уравнения 
(34) будем иметь:

, \ ё , . ё//+е/1-уосо, ,
и = и2 =е(/| + у) + -—(Л +у )-------- - -----------(/Г-у՜) (38)

На границе раздела слоев жидкости и суспензии (у = 0) должны выполнять
ся условия

и = £11+—Л’֊
6у0

ёЛ+е/?-у„с0

2ч, А2

Н2 . аНг
СГ-—и = Уазта = —, (39)

Уравнения (39) определяют величины 7/ и Л при начальных условиях

7 = 0, и = япа, Л = 0

Расход суспензии через поперечное сечение слоя равен:

£ = Р<>
е , 2 / • < , 3 ё .֊й +—(ёЛ+ей-УоСо)Л +-֊!, (40)

Таким образом, расход зависит не только от толщины слоя Л, но и от ско
рости изменения этой толщины. Если в уравнении (34) пренебречь ускорени
ем, то получим уравнение в квазистатическом приближении. Решение анало-
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гичного уравнения движения в слое жидкости приведено в формулах (27) и 
(28). В квазистатическом приближении, при установленных выше граничных 
условиях, скорость частиц в слое суспензии определяется формулой

Л2 -У2 \ Т|
и = с0—-— + е(Л+.у), е = —а//

На границе склона

« = С/=с0-֊- + еЛ, (/= ^(2И0 зта-аЯ2)

Из этих соотношений определяется толщина слоя суспензии

—Е + -ч/б՜ +2(/с0 ди
Л =-------------------- ; V = -1։, — = с0/1+Е

с0 ' °У

Расход среды через поперечное сечение слоя суспензии определяется 
тегралом

(41)

(42)

ИН-

о
2=рп/։«/г = Ро| сЛ Л2

3 +е 2 (43)

В ряде работ [13,14] принимается, что скорость проникания 
ры почвы линейно зависит от давления, с коэффициентом 
ности К. В рассматриваемой задаче это условие запишется

= -К^со$а1/(1)

Тогда уравнение (5) заменится следующим:

жидкости в по-
пропорциональ- 

так:

(44)

11 =
соКо сова - тКр% соза/7

1-со
(45)

Интегрируя это уравнение при / = 0, II = 0, получим

„ „ „ а, 1 соза „ соК,Вг-Ц = Вел, Л = ---------В = ֊֊^֊ (46)

Для сравнения порядка величин, в системе единиц килограмм-сила, метр, 
секунда, приведем значения предела текучести и коэффициента вязкости 
глинистой суспензии (концентрация глины по весу 62,2% [9]) и металла в 
вязко-пластическом состоянии (сталь 6 [3]); суспензия: к = 5,74, |1 = 1,1; 
металл: к = 4 • 10’, |1 = 4105.

Отметим, что в этих же единицах измерения, коэффициент вязкости воды 
определяется из равенства: Г] - 10б = 103 , при 20°С.
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