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Dynamic Contact Problems on Interaction Between the Building's 
Footing and Its Elastic Foundation

Исследование вопросов, касающихся взаимодействия между колеблю­
щимся упругим сооружением, его жесткого фундамента и упругого основа­
ния, на котором они установлены, с сейсмическими волнами, проходящими 
через упругое основание, имеет важное практическое значение.

По֊видимому, в рамках линейной теории упругости, возможно установить 
взаимосвязь между геометрическими и физическими параметрами сооруже­
ния, его фундамента и упругого основания сейсмическими параметрами, и 
варьированием этих параметров достигнуть для сейсмических параметров 
минимальных значений.

Произведенные исследования в этой области представляются выполнен­
ными, в некоторых случаях, с упущениями. При исследовании вопросов иног­
да принимаются такие исходные допущения, что полученные конечные ре­
зультаты для искомых величин, к сожалению, оказываются, или неубедитель­
ными, или такие, что их невозможно применять на практике. В редких случа­
ях в исследованиях учитывается собственный вес массивного сооружения.

Из-за отсутствия возможности подробного изложения о методах, приме­
няемых при исследовании рассмотренных задач, и о полученных результатах, 
в упомянутых ниже исследованиях, здесь приводятся лишь краткие литера­
турные указания.

Взаимодействия между жестким фундаментом сооружения и его упругим 
основанием в некоторой мере исследовались и до нашего столетия и резуль­
таты этих исследований, безусловно, использовались в строительной технике. 
Из новых исследований, выполненных в 20-ом веке, относящихся к взаимо­
действию между жесткими фундаментами сооружений и их упругих основа­
ний, на которых расположены фундамент с сооружением, и через которые 
проходит сейсмическая волна, в первую очередь следует отметить исследо­
вания М.Био [1] и А.Г.Назарова [2,3]
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В первой из этих работ строится математическая теория колебаний упру­
гих систем, когда затухание колебаний не принимается во внимание. Показы­
вается применение этого исследования для определения амплитуд колебаний 
сооружения при землетрясениях.

Во второй из исследований [2], сравнительно упрощенным методом, выво­
дятся дифференциальные уравнения движения упругого тела, происходящего 
под действием сейсмической волны, с учетом внутреннего трения упругого 
тела. В другой работе [3] выведены интегро-дифференциальные уравнения 
движения упругой среды относительно функции перемещения, в которых уч­
тено взаимодействие между фундаментом сооружения и грунтом при землет­
рясении. Рассматриваются различные случаи: для малых поперечных разме­
ров фундамента по сравнению с длиной сейсмической волны, а также для 
случая с широкой опорной базой и низким расположением центра тяжести.

В другой своей работе [4] А.Г.Назаров отмечает, что в наиболее строгой 
постановке проблема инженерной сейсмологии является проблемой механи­
ки твердого деформируемого тела, начиная с процесса возникновения зем­
летрясения в очаге, его распространения, и кончая его воздействием на соо­
ружения. При этом сооружение должно рассматриваться как часть рельефа 
местности.

В одной работе этого же автора [5], в сильно упрощенном виде, дается 
расчет сооружения на сейсмостойкость. В этой работе сооружение рассмат­
ривается как упругий брус, защемленный в основании, и оценивается период 
основных свободных колебаний сооружения.

Сейсмические нагрузки на сооружения оцениваются также и в работе [6], 
в которой также сооружение рассматривается как консольный стержень.

Одной из первых работ, посвященных исследованию колебаний весомого 
тела, периодически колеблющегося под действием гармонической нагрузки, 
представляется работа Сана [7]. Здесь весомое тело берется с круглым ос­
нованием и лежащим на упругом изотропном полубесконечном грунте.

В упрощенном виде вертикальные, угловые и другие виды колебаний фун­
даментов рассматривались в работах [8-10].

В работе [8] рассматривается, круглый в плане, фундамент, лежащий на 
упругом полупространстве без сцепления, который под действием динамичес­
кой нагрузки совершает горизонтальные, вертикальные и угловые гармони­
ческие колебания. В работе [9] горизонтальные, вертикальные и угловые ко­
лебания сооружения рассматриваются с допущением, что сооружение имеет 
вид круглого цилиндра, и что на контактной области на поверхности упругого 
полупространства, в случае горизонтальных и вертикальных колебаний, кон­
тактные напряжения являются постоянными. В работе [10] рассматриваются 
вертикальные, а также другие формы колебаний фундаментов, лежащих на 
упругих основаниях без сцепления.

В ряде работ Н.М.Бородачева [11-14] рассматриваются осесимметричные 
гармонические колебания жесткого, круглого в плане, штампа, лежащего на 
упругом полупространстве без сцепления. В такой же постановке (при от­
сутствии сцепления) Н.М.Бородачев рассмотрел также и осесимметричные 
колебания жесткого штампа с кольцевым основанием [15]. Определяется 
амплитуда вертикальных колебаний.

Осесимметричные колебания невесомого жесткого круглого штампа, ле­
жащего на изотропном однородном упругом полупространстве, под действи­
ем гармонической нагрузки, исследовались в работе [16]. Здесь рассмотрены 
две задачи: для штампа, лежащего на упругом основании без трения и сцеп­
ления, и для штампа при полном его сцеплении. При решении этих задач вы­
водятся интегральные уравнения, решающие задачи, и предлагается прибли­
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женный метод для решения этих уравнений.
Вертикальные колебания жесткого круглого штампа, лежаще е на упругом 

полупространстве без сцепления, исследовались также в работах [17-24].
Из упомянутых работ в [18] рассматриваются осесимметричные колебания 

штампа, лежащего без сцепления на двухслойном упругом основании. Реше­
ние задачи сводится к интегральному уравнению первого рода. Исследуются 
вопросы разрешимости полученного интегрального уравнения. Предлагается 
для решения этого уравнения приближенный метод, который основан на 
факторизации функций.

Вертикальные колебания круглых фундаментов, лежащих на поверхности 
упругого полупространства со сцеплением, исследовались в работе [25].

Две осесимметричные динамические задачи о действии круглого упругого 
штампа, находящегося на поверхности упругого полупространства, с допуще­
нием, что область контактного круга на поверхности полупространства меня­
ется (при сжатии штамп расширяется, при отходе сужается) рассматривались 
в работе [26].

Осесимметричные колебания круглой упругой плиты, лежащей на упругом 
полупространстве, рассматривались также в работе [27].

Осесимметричные колебания жесткого штампа на двухслойном упругом 
полупространстве исследовались в работе [28]. В этой работе при рассмотре­
нии задачи об осесимметричной вибрации заглубленного в верхний упругий 
слой основания круглого жесткого штампа (при равенстве высоты штампа и 
толщины слоя) принимается, что заглубление малое, и что касательные нап­
ряжения под слоем и штампом отсутствуют. Решение задачи сведено к интег­
ральному уравнению второго рода. Контактные напряжения под штампом оп­
ределяются с использованием теории вычетов.

В ряде работ В.А.Бабешко [29-32] исследовались интегральные уравнения 
и системы интегральных уравнений динамических контактных задач теории 
упругости. В этих, а также и в некоторых других работах этого автора, уста­
навливаются свойства функций и ядер, входящих в интегральные уравнения, 
при которых обеспечивается единственность решений рассматриваемых ин­
тегральных уравнений и становится возможным построить эти решения приб­
лиженными методами. В работе [33] решение задачи о колебаниях круглого 
штампа сводится к интегральному уравнению первого рода. Вопросы су­
ществования и единственности решения этого уравнения были исследованы в 
вышеупомянутых работах В.А.Бабешко.

В монографии И.И.Воровича и В.А.Бабешко [34] приводятся математичес­
кий анализ и прикладные методы решения динамических смешанных задач 
теории упругости. Эти методы могут быть использованы при рассмотрении 
вибраций деталей машин, фундаментов и оснований. В работе изучается так­
же вопрос разрешимости различных типов интегральных уравнений.

Несимметричные контактные задачи, относящиеся к колебаниям жестких 
штампов, или фундаментов, установленных на упругих основаниях, привлека­
ют к себе внимание многих исследователей.

В работе [35] исследуется влияние протяженности сооружения в связи с 
прохождением сейсмической волны через упругое основание сооружения.

В работе [36], при помощи кратных интегралов, получено уравнение для 
определения податливости грунта (упругого основания под фундаментом) при 
действии гармонической вертикальной нагрузки. Это уравнение решается 
численно.

В работах [37-41] рассматривались угловые колебания жестких штампов 
(сплошного круглого и кольцевого), находящихся на упругом полупростран­
стве без сцепления.
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В работах [42-45] исследуются угловые и горизонтальные колебания 
жесткого штампа, с круговым основанием. В рассмотренных задачах динами­
ческие нагрузки берутся приложенными непосредственно к штампам. Задачи 
о горизонтальных и угловых колебаниях рассматриваются независимо друг 
от друга. При этом решение задачи об угловых колебаниях штампа строится 
с допущением, что касательные напряжения на всей поверхности упругого 
полупространства (в том числе и под штампом) отсутствуют. В задаче же о 
горизонтальных колебаниях штампа, на всей поверхности упругого полупро­
странства, считаются отсутствующимися нормальные напряжения (штамп не 
находится под нагрузкой, или он невесомый). В работе [44] считается, что 
фундамент может подвергаться изгибу.

Исследованию горизонтальных и угловых колебаний жестких штампов -’ 
фундаментов посвящены также работы [46-52]. В работах [46, 49] решения 
задач приводятся к интегральным уравнениям второго рода. В работе [50] 
задача решается непосредственно численным методом. В работе [48] иссле­
дование горизонтальных и угловых колебаний рассматриваются в связанном 
виде. В работе [51] вместе с угловыми колебаниями рассматриваются также 
и крутильные колебания.

Вибрации скользящихся и качающихся фундаментов, и окружающей их 
почвы, изучались в работе [53].

Горизонтальные и угловые колебания штампов, в условиях плоской зада­
чи теории упругости, различными способами исследовались во многих рабо­
тах. Такие задачи рассматривались также в монографии В.М. Сеймова [54], в 
которой содержатся также и исследования некоторых задач о колебаниях 
жестких штампов на упругом полупространстве.

В работах Э.Е.Хачияна [55-57] исследовались, как влияние протяженности 
фундамента, так и влияние высоты сооружения. Произведенные расчеты на 
сейсмостойкость сооружений даются в форме, удобной для применения в 
инженерной практике.

Динамическая реакция упругого основания от колебаний фундаментов произ­
вольной формы (в том числе и прямоугольных) изучалась в работах [58-63]. В 
работах [59, 61] указывается, что при рассмотрении контактной задачи фунда­
мента с упругим основанием, для выяснения истинного характера динамической 
реакции основания, необходимо обязательно учитывать давление фундамента (то 
есть необходимо принимать во внимание вес фундамента). Авторы работы [59], 
на частном примере, показали влияние осадки круглого фундамента, в особен­
ности его центральной точки, на реакции упругого основания под фундаментом. 
По-видимому, в этой работе впервые отмечается, что законы распределения кон­
тактных напряжений под фундаментом в динамических задачах оставляют свое 
влияние реакции упругого основания, и, с этой точки зрения, под фундаментом 
перемещения должны быть определены прежде, чем выясняется характер дина­
мической реакции упругого основания.

В работах [62, 63] получены интегральные уравнения, которые в дальней­
шем решаются численными методами. Здесь исследуется взаимодействие 
жесткого прямоугольного фундамента с сейсмическими волнами при отсут­
ствии веса фундамента, но с учетом сцепления фундамента с его упругим ос­
нованием - полупространством.

Вертикальные и горизонтальные колебания круглых фундаментов рас­
сматривались в работах [64-68].

В работе [69] изучались колебания эллиптических фундаментов.
В работе [70] исследовались вертикальные колебания круглого жесткого 

фундамента, лежащего на насыщенном жидкостью упругом полупростран­
стве. Решение задачи сведено к интегральному уравнению второго рода. Ди­
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намическая задача о колебаниях массивного фундамента, лежащего на ани­
зотропном основании, рассматривалась в работе [71].

Вертикальные колебания кругового штампа, лежащего на упругом полуп­
ространстве, имеющего цилиндрическую полость, исследовались в работе 
[72]. В этой работе использованы теория парных интегральных уравнений и 
интегральное преобразование Вебера-Орра. В работе приводятся численные 
результаты.

Вибрации двух круглых штампов разных радиусов на поверхности упругой 
слоистой среды, когда штампы не касаются друг друга и под штампами от­
сутствуют касательные напряжения, рассматривались в работе [73].

Вибрации фундаментов исследуются также в работе [74].
Экспериментальные исследования колебаний фундаментов выполнялись в 

работах [75, 76]. В работе [75] строится функция, связывающая амплитуду 
гармонической силы, действующей на фундамент, с амплитудой колебаний 
фундамента.

В работе же [76] исследовались сейсмические колебания твердых тел и 
фундаментов, вызванных землетрясениями. Определяются амплитуды коле­
баний фундамента, динамические характеристики упругих оснований фунда­
ментов (коэффициент жесткости, коэффициент демпфирования и другие па­
раметры). В этой работе выяснено, что коэффициент жесткости основания 
уменьшается при увеличении частоты колебаний.

Зависимость сейсмических параметров от геометрических и физических 
параметров конструкций исследуется в работе [77].

Амплитуды колебаний упругих тел вычисляются также в работах [78,79].
В работе [80] рассматриваются горизонтальные и угловые гармонические 

колебания, сцепленного с упругим полупространством, кругового в плане, 
жесткого весомого фундамента, когда действующая динамическая нагрузка 
приложена непосредственно к фундаменту. Здесь определение контактных 
напряжений под фундаментом на поверхности упругого полупространства 
сводится к решению системы интегральных уравнений второго рода. Выво­
дятся аналитические выражения для определения амплитуд горизонтальных и 
угловых колебаний фундамента. Эти амплитуды выражаются через геометри­
ческие и физические параметры фундамента и его упругого основания, через 
контактные напряжения, возникшие под фундаментом, а такие через ампли­
туду, вызывающей колебания гармонической нагрузки и ее частотного пара­
метра.

В работе [81] рассматриваются горизонтальные, вертикальные и угловые 
гармонические колебания сцепленного с упругим полупространством, круго­
вого в плане, жесткого весомого фундамента, когда действующая гармони­
ческая нагрузка приложена на поверхности упругого полупространства - ос­
нования фундамента, на конечном расстоянии от фундамента. Выведены ана­
литические формулы для определения амплитуд колебаний.

Из полученных в работах [80, 81] результатов, осуществлением предель­
ного перехода, при устремлении частотного параметра к нулю, получены ре­
шения соответствующих задач статической теории упругости [80, 82].

Вопросам, связанным с распространением упругих волн в сооружениях, 
посвящена монография [83].

Отметим еще, что задачи, посвященные колебаниям жестких фундамен­
тов, исследовались также в работах [84-86]. .

Сопоставляя различные исследования, касающиеся взаимодействия между 
геометрическими и физическими параметрами сооружений, их жестких фун­
даментов и упругих оснований с сейсмическими параметрами, можно делать 
вывод, что на величины сейсмических параметров важное влияние имеет рас­
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положение центра тяжести сооружения и его жесткого фундамента вместе 
взятых, а также вид сцепления жесткого фундамента к упругому основанию.

Из-за высокого расположения центра тяжести увеличиваются инерцион­
ные силы, а также и сейсмические параметры фундамента и соосужения.

С этой точки зрения для понижения величин сейсмических лараме'роя 
конструкций, подлежащих построению в сейсмически активных районах, сле­
дует пользоваться новой архитектурой, в которой, при конструировании зда­
ний, всякими способами необходимо достигнуть низкому расположению 
центра тяжести всего здания (рекомендуется, например, нижние этажи вы­
сотных зданий построить из тяжелых материалов, верхние этажи - из лег­
ких).

Для понижения сейсмических параметров необходимо также поавильно 
определить осадку центральной точки жесткого фундамента здания, и, зави­
сящие от этой осадки, контактные напряжения под фундаментом.

Для выяснения наилучшего способа установления жесткого фунцамента 
на упругом неоднородном основании (полное сцепление мягкое сцепление, 
допускающее частичное скольжение фундамента на упругом основании; 
сцепление слоистого фундамента, составленного из двух жестких фундамен­
тов с упругим тонким слоем между ними), no-видимому, следует провести до­
полнительные исследования с рассмотрением новых задач о колебаниях 
фундаментов, различным образом составленных и различным образом уста­
новленных на упругом основании.
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