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РАВНОВЕСИЕ ЦИЛИНДРА 
ИМЕЮЩЕГО СОБСТВЕННЫЙ ВЕСMaкap>^н 8. Շ.Մակարյան Վ. Ս.
Սեփական կշիռ ունեցող գլանի հավասարակշռությունըԱշխատանքում [ածված է եզրերում ամրակցված կլոր զլանի ոյ աոանցքասիմետրիկ խնդիրը սեփական կշոի հաշվաոմամբ:Անհայտ ֆունկցիաները ներկայացնելով Բեսելի աոաջին սեոի ֆունկցիաների շարքի տեսքով, համապատասխան ձետվ ընտրելով սեփական արժեքները, հնարավոր է լինում խնդիրը բերել լիովին ռեգուլյար գծային հանրահաշվական հավասարումների անվերջ համակարգերի:>ե\1ՕԱ<ԼՆ\’ ¥.Տ.

Equilibrium of Cylinder Having Dead Weight

В работе решена задача для круглого цилиндра защемленного по торцам, с учетом 
собственного веса. Оснрвываясь на разложении искомых функций по функциям Бесселя первого 
рода, надлежащим выбором собственных чисел удается свести задачу к вполне регулярным 
бесконечным системам линейных алгебраических уравнений.

Задачи для цилиндра рассматривались в работах [1-7].
Цилиндр имеющий собственный вес, действующий вертикально, 

расположен так, что ось цилиндра направлена горизоньтально, защемлен по 
торцам. Задача является неосесимметричной, поэтому необходимо построить 
решение основываясь на общих уравнениях теории упругости в 
цилиндрических координатах.

1. Построение общего решения. В цилиндрических координатах переме­
щения представляются в видеиг(г,г,ф) = и(г,г) С05ф,м.(г,^,<р) = м'(г,г)со$ф, ыф(г,г։ф) = у(г,г) БШф
то есть из общего решения пространственной задачи берем только первую 
гармонику.

Функции и, V, удовлетворяют неоднородным уравнениям с учетом 
массовых сил△м + 1 св 

\-2vdrձ,__Լ_0_2ճձճ_^ = օ l-2vr г G
(1)
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где

1 сб . д»' + -—~~=0 
\-2у дг

ди и + V д1 З2 I д 1
дг г дг' дг՜ дг՝ г дг г'

(2)

Учитывая, что напряжения содержат координату ф только в виде 
множителя через тригонометрические функции, введем новые неизестные 
безразмерные функции не зависящие от координаты фаДг.с.ф) 26сО5ф , , ди

= <зАг.г) = — + т&: 
дг

т^(г,с,ф)_ , ■ сту ди2бсо5ф Г՛՜ дг дг'

2ОсО5ф / \ ди, 
= —+ /И0; 

иг

уД'-.-.ф)2Об!пф Х^՝ Г" дг г'

оД'-г.ф)20 СОБф / \ и + у= ат(г,г) = -^—+ /П0; ^(г,2,ф) дv и + \>= (3)
В (1)-(3) V-коэффициент Пуассона, О - модуль сдвига, а параметр /П 

зависит от V

т = 1-2у (4)

Общее решение неоднородных уравнений (1) представим в виде:

(5)
Л Г! ' У а гр(г,2) = р0(г,2) + Хл,։(г)51п^г-]>1 Л/г)/ (а/)+/, Ы*=1 ртП

и'(г.г) = и'о(г,2) + ^Л„(г)со5Х։2 + ХЛ,1^/(а/)

Для краткости записи обозначим Г] = ар2
ТогдаЛц (г) = а[(5-4у)Л(Е)-у,И]+^/0(5) + ^Л(4) 

= 0/5-4у)/,(?)-Л/ЛИ +
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Я,4(г) = Ч+ Л^/,00. Л/г) = Е„зЬп+ ЕрСИ
Л /г) = (Ар + х\Вр) сЬ п + (С, + ПЧ>) ։Ь П (6)
Л/г) = [л,+Т|5,-(3-4у).О,] зЬп+[с, + г\Ор-(3-4у)В,] сЬт, 
Частное решение и0,У0.И>„ представляется в виде и0(г,г) = 410г2 + Вог- + ©„( 1 - 4у)г2г + £ог+С0
у0(г,д) = А,/- - В„:2 + £>0(5-4у)г;2- Еог-Са (7)»'о(''.г) = С0гд֊£„г։ + £0г
ЗЛ,0 + 4,0 + 2(1 - 2^4.-4,0^, + ^]= О

Напряжения представляются формулами

гДг.г) =г(Л0-/11<>) + 4£>0гг + Х Л» - рт Х4г +

тфг(г.д) = 2(3-2у)Лог2 ֊(2£0 +С0)г- £„ -£о +
я» И՛] .
—— ^[СО5Х4С-

-/э,(г)Л(а/)
Т„(г,г) = /2В0 + С„) - 2( 1 + 2у)£>/ + £0 + £0 +
Х[Ли ('•)-Х։Л|4(г)]со$Х։д
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«о+Е{[/|,(*)+а,Л,(г)+/3;, (г)р,(а/)+/5, (г)Л(а/)}
аг(г,г) = 2гЛ1։,+2£>,,гг- 2,л[-41о _ 4:о+ 5о+ ]+ (8)

+£[я,<: ('•) + 2^а/Д1г)] яп\г+
[/,/*)-/։,(=)]■^7Г_-[/1р(^ + 2''ар(5р5АаР2 + ЧсЛа/)-/1(арг)] ’
а. (г, г) = гС„ + - 2п[ 4„ - А20 + В„ + ֊;

։тХ։г +
* = 1 

оо+Х[Л,(^-2^ар(5рзНар; + £)рсЬа/)]4(арг),
о,(г,г) = г( 4„ + 40) + 2(3 + 2у) £>„гг - 2ги Л,„ - Я,о + 50 +—

/?,Дг) + Л,(г) +2уа/,(м) 51пХрг-
֊X 

р=1

[/:,(-) -/>,(֊)] 2 / + 2уа,(в„ ^а-р2+Ор сЬа,г)у,(а/)
2. Сведение задачи к бесконечным системам линейных алгебраиче­

ских уравнений
Граничные условия для рассматриваемого случая следующие:м(г,0) = -у(г,0) =6,, м(г,/) = -^(г,/) = 5,

(9)аг(Л,г) = сз(2). тДЛ,г) = -т(г). т,(Л,г) = 0
Решение задачи, то есть выражения для перемещений, удовлетворяющие 

дифференциальным уравнениям, следующие:
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4(1-v)Z, хЛ, I /,(y) x/2'(x) +л(х) VA(x)
ft »('՛) =

2-4v /,1/=(V) 
1J ?

1 2v 4(l~,V)/: ! X/1 ' x7, (x) /2(x)JxtrZ2(x)
8vr 4Xt -(l֊v)a- -/Ja/) M։+ K è („;.«)■ Ты՛

22



ЬиЖ 2v
К

2A(V) 2(1-v)
foW = 3 + —Z. 2M,(V) 2/,(V) , 2(i-v)XtrZ, x/2

&*(>•) =
X

Նր1.

xZ, 4( 1 - v) 6-2v+—л +-----֊
h X/,

Mz) =
Ep տհց//-ր) + Հ,տհցՀshg /

, X 4օԴ 
Л,,(г) = —

Հ sinXtz apachap(a-:)ü\apa-ap(a-z)shap(a-z)2chga
4g:

Mz>=^ Ճ
‘ *=2.4.«

Հ sinktz apashap(a-z)cthapa-ap(a-z)chap(a-z)2shg„a
. . 4gS(z) = ֊7 2(1-v)g՜, +(l-2v)X;--------  ——-j--------cos Xt z =

= [з - 4v+ apa thgpa] shgp(a-z) gp(a-z) ch gp(a-z)2chg„a 2chg„a
4g 2(l-v)g; +(l֊2v)X; i-v-------- ------------3-------- cos z + ——

= [3 - 4v+gpa cth g fa] chgp(a-z) gp(a-z)shgp(a-z)2shg a 2shg„a
Mz)=֊Mz)-v’

chg^a-z) 4
! *=i.s.:ch g a sinXtz =
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——----- [(a a tha a - 2v) ch a (a - z) - a (a ֊ z) sha (a - z)l2cha„al՝ p p ' p p 'J
hip(z)=h,p(z)-v

sha^a-z) 4
4=2.4.<sha „a -X.t sin Xtz =

12shapa" p p 1 p ^-z)-ap(a-z)chap(a-z)| (11)
cosXjZ =

— [(apa tha^a + I - 2v) shap(a - z) - ap(a - z) chap(a - z)|
8a cosXtzd------ :2a

sha o[(> -ap acthapa - 2v)cha/a -z) -ар(а -z) shap(a - z}

Գ(ր) = Հ a'(v) 2/,(v)լ AW xXtr/,'(x) ֊атг2 /, V

G:i(r) = Հլ кг/2 xiz (x) j
4r

GJr) = 2Pt
KrI2 х/Лх) _ ֊ft
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Частное решение 8 данном случае удобно представить в виде

«„('•.֊) = г) +-^ + л,«/ - М/-֊) + Ж1 - +Ж+

у„(г,г)= - -у-՜-- -  ̂+ л,ог2 + 50Х/ ֊г) + Ж5 - 4\)г։г ֊ Ж “ <12>

и'о(г.г) = Сагг- + Р„г

ЗЛ|0 + А;о + С„ + 2( 1 - 2у)(л։(> - Л„ + В„ += О
Для объемного расширения из (3) получим

֊X сЬа (а-г)
----.------- + К, спа_а р

5Ьар(а-:) /(а/) 
]у,(а,я) (13)

РК
®0 = ^10 ~ ^20 ^0 + л/՝ =

2 Ст

^20 о2(1-2у)
где ар корни уравнения = 0.

Такой выбор ар обеспечивает удовлетворение граничных условий с мини­
мальным числом бесконечных уравнений. При этом ортогональными являют­
ся не только Л(х), но и УДх). Причем [8]

/(г) = 2^а։/2(а։г) = V + ^ДДаг) 
4=1 4=1
Л ,=///(г)Л(а*г)с/г, С1к = —^(акЯ) (14)

о

R R= Р/(г)/(а*г)б/г, Ьо = -^-\г2/(г)с/г о ** о
Удовлетворяя граничным условиям, для определения неизвестных 

постоянных получим следующие соотношения:
1) Из условий на нормальные перемещения
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3-4у- 4а у Рк

‘ (а֊+^ а>
= 0 (15)

2И уХ/-(1-у)а; рк

(а֊+Х;): "а^
\ а„/ 4аЙ 3-4у+------ ; сгЬа.а+——\ зЬа^ ' / 4ДО7?: 

аР

8 у 2у^֊Л Х|-Х;,1г, /Я2»=о5 X; 2 2 °
8 у 2у^֊А Х,+Х: г 1,,,.2ДЛ2

/R2 »£ X2 2 0 2 " 3
2) Из условий на радиальные и тангенциальные перемещения (при 2 = 0 

и г = /) получим

,Г , 51 2 гМ^М
Г Л,04-Л.+2А43-4у)-ь-Е ,7 Л =0к л=1 а^а^Я)
,г /51 2г- [ /4,0 + £>ог( 1 - 4у)] + + О0 + X —)—П՜ = 0 < 16>

На основе ортогональности функций Л(х) и У։(х) получимЧ,(г) = R2 [ Л10 + А20 + 2О04 3 ֊ 4у)] (г = 0; /)
/?2^,(г) = - у [ Л,о - А,о - 4£>0г],

(Л1о-4о-4Дг)у+2£ог+2С(> = 0 (17)
27?2[л,о + Оог<1-4У)]у_+£о֊ + Оо = 0 <18>

Из этих всех соотношений следует окончательно, что

3Л,о + Л2о = °. °0=°. ■Ео = °.
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Go = -—4o. M°) = Д,(о) = -2Л2л10
Отсюда для функции A^(z) получимsha,(/֊z) + shaz 

hcp(z) = -2R֊ Д, ———у
(19)

(20)
(21)

, cha (a-z) 4Л;А0 Д [l-(-l)‘XtsinXtz]
= -2R'A,o------֊--------- -- -------- -----  L1--------T7------ ֊--------1chapa l ы \ +ap

3) Из условия на Тлр(/?,г) =-2t(z)7 м 7 n-4Л410 - - Ха Sin \z + •֊ ZX/z) = -2t(z) 
I Ы ' ' К p=|

после интегрирования и суммирования полученного ряда, для 0к получим

а=2т։Я,0-2Я-Л,Д1֊(֊1)‘]у^֊ (22)
где т, = foT(z)sin(xtz)db, a, =foa(z)sin(xtz)ab, (23)

4) Из условия для нормального напряжения имеем4Х^у (l֊v)a;֊v^ _
R (а=+х=);

1 7 р
= 0t+rGlt(«)-—(/։1O-V0O)[1-(֊1)‘] (24)

5) Из условия Т^(л.г) = Tt получим8 ' (l-v)a;-vX;
Л '=՛ (а-;+х;)
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= + ^(Св+гд,)
кк

р г 8(1-у) у 5, -5; 2Со/ R'֊! Да;՜ I °

Из бесконечных систем (24) ,(25), учитывая соотношениеМ 2(1-*)Л&*(Я) = ֊— &։(Я) =----------------- ֊-------
2 Х*2

для определения коэффициентов Рк получим уравнениеа.+у-С.* (Л)-^(л|о-у0о)[1^(-1)‘] =
/Д.

(26)

2 С»(Л) + ^г-1(Со + 25„) (27)

Откуда
Г / 4*1 ! (^*Г)

-[։-(-!) ‘]я ЧвДТ^-

я[1-(-!)*], ,:------ ЦС0 + 2Во + 4ЛК1-4у0(1) (28)
Пользуясь формулой2 у сЬар(«֊г) Jl (а/) 2^,1-(-|)* /Д^) __ЛД а֊сЬара 71(а.Л)֊+-/Д X; /Д։я)5'П ։'՜՜

нетрудно убедиться, что во всех формулах нужно подставить Л|0 = 0. 
Отсюда следует, что

Л|0 = Аго = £0 = Ео = £>0 = О
, / <30)2(1֊2у) Во+^ +Со = 0

\ 20/

Таким образом, задача свелась к решению уравнений (15), (24) и (25).
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Заметим, что первое уравнение (16) можно было заменить уравнением,, , 2Г- Л,о ֊ Л:о - 4Д,х + 2£> + 2С0 + ֊ I , 7 = О
я'=| а У. а Я

Тогда, при учете свойств функций {1../п(Хкг)), (Л = У2(ХАг) = О), 

приведенных в приложении, мы опять пришли бы к совокупности бесконеч­
ных систем уравнений (15.)

Для доказательства регулярности бесконечных систем (15), (24) и (25) 
оценим сумму7 |уХ--(1-у)а-;| /г: Г |ух,;-(1-у)У|д=1(а-;+Х;)(а-+Х.;) « о(^+х֊ )((;=+х;)

(31)

2[х; ֊ х; - х;)] 1 - у) [" Цх,-х,) \(4у-1)(х,-х,)՜
~՜-'՜՛֊~1՛*^՜* 5? —*

г[х;-\(х~-х-)]УЧ1-у) ! х2(х|+х,)[х,-\(х:-х|)]1
где (хг-х,)7у(1-у) х,-\(х.-X,)

В нашем случае Х։ = X,, X, = Х2 = х = Х*7?, следовательно

К < г/(у), </(у) = (1 -2у)| 7- 2ап^— I + лЛО-у)V4 VI- у>
(32)

(33)

</(у) =<7(1 - у); 1^(у)^]^уЛ]

Пользуясь этими оценками, нетрудно убедится, что если совокупность
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уравнений (15), (24) и (25) привести к одной бесконечной системе относи­
тельно 2, или (Л'։).(у^) ТО сумма модулей коэффициентов полученной 

системы при от (0 < V < 0.5) имеет оценку

ё 1341

Следовательно бесконечные системы вполне регулярны, т.е можно их 
решить методом последовательных приближений.

Для изгибающего момента и перерезывающей силы имеем
к R

Му(г) = 2 ф) СО5фс/г,
0 0

п R

/\(г) = 2|с/ф|п.(г,2,ф)с/г

о о
Используя решение задачи после некоторых несложных преобразований 

получим

АУ (г) R2 , . р^г(/-г)
1351

I

+ 7~1 [о(х) + т(х)][ /(г + х) - 1\г - х| ֊ 2гх]сД- 
0

=х° + “-Ж՜՜՜1 + Ж71+ г(х)][/- /зип(г- х) - 2х]с& (36)

л7и\ Сг ЧСг 2/\/ 0

где 0=5 + —= ֊------ 2—
0 ։ 26’ 2(1֊2у) (37)

Этими формулами определяются также и реакции опор.
Такой подход допускает рассмотрение некоторых других неосесимметрич­

ных статических и динамических задач теории упругости для цилиндра ко­
нечных размеров. Отметим, что рассмотренную задачу можно было решать, 

если за считать, что ар - корни уравнения - 0. При этом число
бесконечных систем получается на одну больше, а число свободных членов 
на две меньше. Возникшая новая система отличается от других, тем, что 
сумма модулей ее коэффициентов при неизвестных стремится к нулю как 
О(к *) . Сумма модулей коэффициентов при неизвестных совокупности всех 

систем определяется также формулой (33) и имеет оценку (35). Это связано 

с тем,что корни функций У,(х) и У, (х) асимптотически совпадают.
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Приложение

О свойствах функций {1,./0(Х*г){, (к = 1,2--,Л(Х^г) = о)

Функции ХА.г)} линейно независимы. Это следует из —=

и линейной независимости ^(Х^г). Кроме того для |1,У0(Х^г)^ имеют 

место равенства
я
1ч(\г)[л( V) - ֊4(м)Н = 0, к * п 
о
я
Р{л(м)֊Л(\л)рг = о. (П

о
Действительно, проведя интегрирование по частям получим 

я . я
1гУ0(х։г)[У0(Х„г)֊Л(^Л)рг =у-/л/1(а.4г)У,(Х„г)с/г (2)
о Л* о
я я
/г[ У0(Х,г)_-У0(Х։Я)]Уг =Ьф:У,( Х.гН = 0

О £ о
откуда следует (1), поскольку функции (г, ^(Х*/՞)} ортогональны с весом г

В частности из (2) следует .что 
я ’ я
1ч(Х,г)[У0(Х։г) - Л(^я)]с/г =/л/,= ( Х4г)е/г 

о о

Система функций {1,У0(ХА.г)) полна в (к = 1,2, --) Цо.я] 

т.е из
Я я
/г<р(г)</г =0, _|\<р(г)= 0, где ф(г) е Д,(0.Я) (3)

о о

должно следовать, что ф(г) = 0 почти всюду.
Для этого сначала рассмотрим множество функций непрерывно диффе­

ренцируемых и обладающих свойством (р(0) = <р( 2?) = 0. Известно, что 
указанное множество функций плотно в А,[0, /?].

Пусть в (3) ф(г) принадлежит указанному множеству. Тогда интегрирова­
нием по частям из (3) получим 

я я
|г:<р'(г)Уг =0. /г<р'(г)У0(Х.г)г/г = 0 

О о
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Из полноты системы функций {г,</։(ХЛг)j следует, что ф'(г) = 0, т.е.

<р(г) = 0.
Это означает, что линейная оболочка, построенная на системе функций

{u<>M плотна в £,[0,7?], т.е. при любом S >֊ 0

г Г f " /Jr <p(r)- ao+ZX-MV) Ij d!r<e.
ok k *=՛ ))

где
qXr) 6 L,[0, /?]

Теперь пусть <p(r) функция из Lz [О, /?] и пусть для нее имеет место (3). 
Тогда будем иметь

я я ( Г . I*
Jr<p:(r)dr =f r<p(r^<p(r) -kr0 + J"гфг(г)< .̂

Отсюда следует , что
R

frcp2 (r)dr <82

о
Поскольку e может быть сколь угодно малым положительным числом, то 

отсюда следует, что ф(г) = 0 почти всюду.
Итак, полнота системы (1, J0(Xtr)}, = доказана.
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