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A Contact Problem for Strcln with RcctenftJe«

Рассмотрена ՛ периодическая контактная задача для полосы с прямоугольниками из другого 
материала, когда размер зоны контакта меньше длины прямоугольника. Получены формулы для 
контактного напряжения и выражение, определяющее размер зоны контакта.

В работах [1, 3, 4] и др. рассмотрены контактные задачи для упругой по­
лосы и прямоугольника с жесткими телами. В работе [5] рассмотрен контакт 
между двумя прямоугольниками, имеющие одинаковые длины.

Здесь делается попытка рассмотреть контакт упругих периодически распо­
ложенных прямоугольников с упругой полосой (фиг. 1).

Из-за симметрии решаем задачу для заштрихованной части тела (фиг. 1).
Граница полосы вне контакта свободна от напряжений, а на границе пря­

моугольника, также вне контакта, заданы напряжения.
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Рассматривается случай контакта без трения, причем предполагается, что 
область контакта меньше, чем длина прямоугольника. Задачу решаем при по­
мощи бигармонической функции Эри, удовлетворяя при этом условиям сим­
метрии

^(0,j') = u(0,;/) = 0, {-h,<y<h^

т':1(х,֊Л:) = у2(х,֊Л:) = 0, (о<х<а2) 

<|к.у)='гк.>’)=Х (-М.у*о)
(D

граничным условиям

<’(м) = о, 

^)к,>') = о.

оР’(х,Л,)=/(х)

<’(х,0) = г^(х,0) = 0.

(0<х<а,)

(0<?<А)

(х > с, к = 1;2)

(2)

а также условиям гладкого контакта

<"(х,0) = а1;|(х.0), 

v,(x,0) = v,(x,0) (0<х<с)
Щх,0)Л»(х,0) = 0.

(3)

Для начала предположим, что нам известны нормальные напряжения вдоль
линии контакта 

^‘’(х.О) = (х) 

где '

(О < х<,ак, к = 1;2)

(О < х < с) 

(с < х < ак)
(4)

и построим функции напряжений для областей "1" и ”2" отдельно

Ф|(х,^)=<^|,х2+<4'У+—" cosa,jX- 
t=l “и

2 — z cosp .
֊г2Д(х)—S~՜’ (osx<a, <az,Qiy<hl] (5)

'I F-l Ppi

Ф,(х,>|) =d{3lx: +г42У +~Z/nДW ;(o2x<а,,-Л. <>»<o)
°2 »=i ’ at2

Здесь введены обозначения
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5‘М '

Ц1+а1;/г, с^а։,Л,) сЬа,,(.у+Л,)]

^Н'+Р^р^)^ -Р,л
зИР,,,*

5Ь0р|а,

ки кк , ,
֊. в.-Т. (/.й

При выборе функций напряжений в виде (5) и (6) большинство из условий 
(1)-(3) удовлетворяются тождественно. Удовлетворяя остальным условиям, 
кроме равенства нормальных перемещений на линии контакта, для определе­
ния неизвестных постоянных получим следующую совокупность бесконечных 
систем:

2 к зКоСцЛ,/

2 \

8 Р^1ад,-|^р 

,֊֊2.4.6 Л (р2, +а?։у
= (Л + А* )(->)*

+ у 8 Р,|“и֊, 

,=..>.5А, (р;,+а;,)՜
= (֊/*+А*)(֊1)‘

Р)

7 , „ Г, 2Р,1А ; V Р,|аи
I ։|12Р,1ои а|»-| р2_1+а;| = 0

<‘" = Л. 4’ = о,
2а, ’ -
/Х։ (р= 1,3,5....)

[г, (р = 2,4,6,...)

4"-^֊р,ыЛ.
2а.
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При получении бесконечных систем были использованы формулы (5) и (6) 
и значения

(8)

«»Л ] 
5Ьа։Д )2С, (0) = 2С։ (Л,) = СЙ1 1 +

Пользуясь значением интеграла

нетрудно убедиться, что сумма модулей коэффициентов при неизвестных не 
превосходит числа 2/я. Свободные члены бесконечных систем (7) стремят­
ся к нулю как или О(р’к2) в зависимости от того, будет ли нор­

мальное контактное напряжение в точке (х = с, у = 0) ограниченным или 
неограниченным. -Отсюда следует, что совокупность бесконечных систем (7) 
вполне регулярна и при заданных правых частях их можно решить методом 
последовательных приближений.

В (7) были использованы обозначения

О|
Р1к = |ЛДх)«»«,, хЛх 

О
а, в| г аг

/0 = |/(х)г& = ]’/;(х)А= р,(х)Л (10)
о о о

Р1к = |Л(х)соза12 сЬс /к = |/(х)со8а*։ хсЬс (к = 0,1,2,...) 
о о

На основе формул, связывающих нормальные перемещения с функциями 
напряжений

г / \ 1 Г и®к
Ек[щ(х,у)-и01,\ = ^-֊х֊Лс-у—-еокх

Г / \ 1 Г А
Ек | VДх. у) - у„, ] = ] Оу - V — - ему

для перемещений на линии контакта двух материалов получим
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24’"
01 + Е,

С05СХцХ

, . 2г/!2’ 2
у,(х,О) = уи+—

£| С>2^2 *=|

соза*,х 
а„_

(11)
Е}а, Г",

Для свободных членов имеем

^01 = ^02 = 0’ ^2^2 ^02~ ^2 ~ ^02^2 ~ 0

|б = ]^,(а.,у)ф = 2^2'Ь2
(12)

(2<Л:> -е02)а2 = и„ = Е2и2(а2,у)

Удовлетворим теперь условию равенства нормальных перемещений на ли­
нии контакта. На основе (11) и бесконечных систем (7) получим соотношение

2 Р соза^х 2 соза42х 2^" 2</։‘2)
Г՝ _ ~ + с „ -^-'*2 „ -у0|_у02+ г> г՝

£=| (Х^| ^2^2 *=1 &"к2 ^2

82 у, |й у м у м , 8 У Рр1аН-р 
Д,(-1) Л։Л/>-К;.Л1+

Е'а' [ И' (р^,|+а»1)
соза^.х

(13)

где

соза*;х 
а,.

(0<х<с)

ц,Л ) 
зЬак1Л։) ֊1(14)I = «11-֊^ 1 + 

2 к

Подставляя из (10) а (13) значения коэффициентов (/ = 1,2)

Л» = 1^(х)созаьхе/г = /(/(х) созаъХ4& (15)

Учитывая четность функции д(х), пользуясь методом [7], после ряда эле­
ментарных преобразований, для определения неизвестного контактного дав­
ления </(х) получим следующее сингулярное интегральное уравнение

)<р(у)^-^^£/у = с(и) (-а <и <а) (16)
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где

(о <а < а.)

а ао
с(и) = |<р(у)К’(«,у)</ у֊2^(-1)։ у4 з\пки (17)

, , а.Е.
А (и, у) =—т—— 

а, £, +

, . а, V-« а, (у-и)
5(и, у) + — - с(§ ———

а, 2 2а,

, . •г-՝/ \ ка. у ка.и5(м, у) = 2^(1- %)соз-------з։п------

8 Л Р.,а? 
ук = /д-гл+гЕт-^ (18)

Функция К[и, у) непрерывна в квадрате (-а<м,У<а) , поэтому урав- 
нение (16) является сингулярным уравнением первого рода с регулярной час­
тью.

Введем оператор

и 
51П~ 1 Н/(у)-/(»)]<о(у)^

2™(")
(19)

где

. а + м . а-// 
ЭШ—-—51 п——

2 2 ,

Обращая сингулярную часть уравнения (16), получим

и
Л>со&-

<р(и) = Д[с(и)] + —т-т—, 
®(м)

(֊а<«<а.) (20)

где

2л4. = 1<р(и)<й<, Г <о( у)<Л» . и
I-----------= —2л эш —. у- и 2

■“зш
2

(21)
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Для определения неизвестных постоянных РкХ,Рк> умножим соотношение 
ка^и

(20) на COsAx и COS——, соответственно, и проинтегрируем в пределах 
а,

и
“ COS -cos ри

= J Z,[c( и)] cos pudu + Д, J-----j---------- du

« «cos^cos^-A

TtP' 2 = — J Z.[c(m)] cos^^-du + A„ — f---- i-r1-------  (22)a2 -a a2 a2 -« ®(")

После введения обозначений 
a a

C1̂  = Jz.[sin £w] cos/W;<, = j՜ Z.[sin Лг/] cos֊ du (23)
-a -a ^2

a

C^’= \l
ka.u
sin-------
сц

cos pudu.
а г
f Aa.u pa,и5; = J L sin------- cos------- du

՛* -« L a2 J a2

Получим системы

= тУ +Л'”+у<՛’

A>| ՝ x2/2 p=| -C»] A-»2 p=l

+у‘։>
XLl -r ZL2 p=| ZL] -r ZL-, p;|

(24)

Как видно из (20), контактные напряжения имеют интегрируемую особен­
ность порядка 1/2 на концах области контакта. Следовательно, свободные 
члены бесконечных систем (7) стремятся к нулю как к . Бесконечные сис­
темы (24) кваЗивполне регулярны.

Доказательство квазиполной регулярности аналогичной задачи приведено 
в работе [4], где рассматривается контактная задача для прямоугольника, ко­
гда часть одной грани прямоугольника жестко заделена.

Контактные напряжения (20) имеют порядок — и их можно представить в 

виде

, ч А(и) . и 1 f[c(v)֊c(K)]<o(v) и
<Л« =ш(й)' Где = ------c/v+4,cos-

" a sin——-
2
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Это выражение дает возможность определить область контакта, то есть 
значение С из уравнения

*(с) = 0

Если давление, приложенное на прямоугольник, представить в виде 
/(*) = . ГАС Л՜ интенсивность приложенной нагрузки, то нетрудно
убедиться, что длина зоны контакта не будет зависеть от Р , а будет зави­
сеть от формы /,,(х) и от участка ее приложения.

Авторам не удалось получить решение задачи (регулярне е бесконечные 
системы) • случае, когда с = а,, то есть когда прямоугольник по всей длине 
своей стороны входит в контакт с полосой.
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