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Bending and Transverse Vibrations of a Cylinder of Finite Lenght

Рассматривается динамическая задача упругости об установившихся вынужденных колеба­
ниях сплошного цилиндра конечной длины. Цилиндр деформируется из-за изгибных и попе- 
речных'колебаний основания. Целью работы является получение точных формул для описания 
динамических полей напряжений и перемещений, а также разработка способа вычисления 
частотных характеристик сплошного упругого цилиндра конечной длины под действием 
сейсмических сил. Решения и подробный анализ аналогичных задач при других граничных ус­
ловиях приведены в книге (1) .

1. Построение решения краевой задачи. Построению общих реше­
ний уравнений движения уделяется очень большое внимание. Однако, как 
справедливо отмечается в [1], роль таких общих представлений при фак­
тическом решении граничных задач теории упругости для тел конечных 
размеров весьма мала. Поэтому при построении решения задачи будем 
пользоваться только результатами работ [2,5].

Ограничиваясь только первой гармоникой по окружному координату (ну­
левая гармоника соответствует осесимметричной задаче), решение рассмат­
риваемой задачи представим в виде

w,(r,z,<p,/) = z7,(r,c)exp(iw/)cosq>

цДг.г.ф,/) = z7T(r,z)exp(/(i>/)sinq> (1.1)

u.(r,z,q>,/) = z7.(r,z)exp(/co/)cosq>

где
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u,(r,z) = u„(z) + £/?,։(r) sin P։z + Xa,M2M(a/) 
fc=l p=l

«„(r.z) - ~u<№ + H,RiSr'>sinP»2 + — /(“/) <1-2>
t=l F=l Г

00 00

։7Дл,г) = ro)„(r) + X#։։.(r) cosPt2 + X՝»'/2)֊-^“/) 
k=l p=l

Функции, входящие в (1.2), определяются следующими формулами:

Я„ +Я,, = 2X;։2։/,(x,tr) + 2ptA/tZ,(\tr)

-Я, = 2Хп0Л(М +2РЛ,/0(х1։г) (1.3)

Лп(г) = 2р։а/,(М +М Mk + vj/,(x,z)

cosc.(A-z) х( 2c,sinc,zcosc,A 1
«0(z) = 30----------- -— + — sin c,z - —-------------—

cosc,/j c, v c, cose,« J

a.pzR2
«-„(г) = x coscjz, t

(1.4)

и/2) =
2Op

Rc2 J,(ap/?)

I Jshr;pz Y,pY:pshY,fz 

l 'j.chY,/ Y/chY,/

chy,,(/i-z) chy,f(A-z) 
'L Chy./ сЬу|рЛ

2ЬрЧ x Chy,/ a/chy,pz 
Rc2j\apR][ '’LcllY:,/j Y/chy,/.

(1-5)

-Yp
shy2p(h-z) 

chY:,/։

a/ shy,p(A-z) 

Yi,Yj,chY„A .

Здесь введены следующие обозначения:

У1/=ар2-сЛ

^1* = Р* “ С1 4

Y2/=a/-c2\ Y/=a/֊O,5c,2

Ч/= Pi:-C;:> V = Pi:-0,5c,:.

l֊2v , (2£-1)л
= 2-2vC| ’ Pt= 2Л ’ j;(ap/?) = 0
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Где /? - высота цилиндра, R - его радиус, р - плотность, а С ֊ модуль 
сдвига материала. СО - вынужденная частота. Компоненты тензора напряже­
ний вычисляются при помощи закона Гука с использованием (1.1)-(1.5).

Граничные условия рассматриваемой задачи имеют вид

их = 50 ехр(/со/). ир = 0, и. = хх ехр(/со/) п ри г = О

а. = т “ = тф_. = 0 при г = Л (1.7)

а, = хг.=тл1> = 0 приг = Л

Первую строку условий (1.7) можно представить также в виде (1.7)

«, = 80> ", = -80, = V п ри г = О

Если вместо старых неизвестных (Ок, Мк, Ык) ввести новые 

2ЛЛ(хг) = ~2(1 ■ х> = хг =

(л/։ + ЛГ,)\Д'(х.) = 4(1-у)г,р/ 2Г, 
Лс,г А

У/,(х,)_2(1-у)2, | 2Х,Х Ул 
2х, Л + ЛР/ ЛР,2

(1.8)

_ Д280 _ (-1)* 'с,2хР, созс.л
‘ V (мЖ,1

то функции (1.2) будут удовлетворять как уравнениям движения Навье, так и
всем условиям (1.7), кроме условий на функции Й.(г.О), а.(г,А), и

Удовлетворяя этим последним условиям, для определения неизвестных 
постоянных хр.ур. ։иг,получим следующие бесконечные системы:

Л Г 7 . (-»‘■'у^/ХССВлЛ 
2М

а/р/ -О^ус^а/ 4-Х,/)](19) 

а,2+^2)

^Зк^к +^4к^к
х,:Л Л'(у,) 

2РЛ /,(х,)

Л (-1)*'1У;,^[уу,р2-(1-у)Р>2] + Р,у/Г, 
в=1 Р (1-у)Л’(ар2+Х,/)(а/+Х2/)

(1.Ю)
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Хс^зтсЛ! _ 

2а/с.

9 * Ур

Р/+Т>/

(1.11)

к2 с а}р-^р~а4рУр =~й'^ РА
(1.12)

Здесь введены обозначения:

а.

а ' у,. 3-4у

, ГЛГ а/ У/ 
с, ск =-------- а, =---------- —-----------
՛՛ 72р Р сЬу։,Л сЬу,рй

3-2у
(1-13)

->х.-2

Ле;

Д» вМ«-М» -»^-(з-г^-С^^я-с,2
В (1.13) приведены также первые члены асимптотики при больших значе­

ниях индексов.
Таким образом, задача свелась к решению совокупности бесконечных 

систем алгебраических уравнений относительно неизвестных коэффициентов 
Фурье к,2к и Фурье-Дини Хр, Ур.

2. Исследование бесконечных систем. Исследование бесконечных сис­
тем (1.9)-(1.12) как на регулярность, так и на выяснения асимптотических по­
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ведений неизвестных коэффициентов, будем проводить по методу, разрабо­
танному в работах [1-3].

Ясно, что бесконечные системы динамических краевых задач для произ­
вольного значения вынужденной частоты СО не могут быть регулярными. Кро­
ме того, отдельно взятая система (1.11) не регулярна, так как в ней коэффи­
циенты при неизвестных по переменной "к" имеют порядок убывания 
0(Л՜'). Воспользуемся тем фактом,-что коэффициенты этой системы - зна­

кочередующиеся. Разрешая (1.9) и (1.10) относительно неизвестных и 
подставляя найденные значения в (1.11) и (1.12), получим две бесконечные 
системы относительно неизвестных Хр, ¥р. Из-за громоздкости формул эти 
системы здесь не приводятся. Основными неизвестными первой системы (по­
лучаемой из (1.11)) являются X р, так как в ней коэффициенты при Хр убы­
вают степенным законам, а коэффициенты при Ур - экспоненциальным. Во 
второй системе (полученной из (1.12)) основными неизвестными являются Ур.

Считая, что вынужденная частота СО отлична от собственных и имеет ко­
нечное значение, оценим суммы модулей коэффициентов при неизвестных 
для этих систем. С точностью до бесконечно малых величин при р » I бу­
дем иметь

40 V 2 *
р'‘§о֊«иа<։„ 51՜11՛ 'м“’

(2.1)

0 ֊А/] +(-1)4,0/

тЛ«/ + +чЛ(р/ +У.Л(Р*: +Х:Л
Считая, что порядок убывания суммы знакопеременных рядов в (2.1) хотя 

бы на единицу больше порядка суммы соответствующих положительных ря­
дов и пользуясь формулами

4,'+Ш+М * ои-+х,֊)(е + х:-) (2 2)
рЗ

=^11+Ф")]> и»п
£ |(1-у)а/-уХ,/|

2Яг
2л(х, + х2)

на основании (1.13) для норм рг и р֊. получим следующие асимптотические 
оценки:
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P։ = ^-+0(/?')>

16
(2.3)

(l-2v)|(3֊4vh2[

Отсюда следует

Г 4 4
hmpx=—, limp £ — (2.4)p-xr> д՜ p-.<© - 7T‘

Свободные члены имеют порядок убывания 0(р՜2 In р) для первой сис­

темы иO(^'lnp)- для второй. Из (2.4) следует, что начиная с некоторого 

номера р(), бесконечные системы будут вполне регулярными.
Интересно отметить, что оценки (2.4) остаются в силе, если при решении 

рассматриваемой задачи приняли J2(apR^ = 0. По-видимому, это связано с 

тем, что корни функций У'(б) и J2(^) асимптотически совпадают, то есть

=^2., =л(р + 0,75)[1֊О(р-:)] (2.5)

При дальнейшем исследовании, а также при численных расчетах удобно 
пользоваться уравнениями (1.9)-(1.12) с учетом (2.4).

В общем случае, когда граничные функции в (1.7) ненулевые (но ограни­
ченные), в окрестности угловой точки Л(/?,Л) напряжения могут иметь лога­

рифмическую особенность, а в окрестности точки В(Л,0) - стеленную. Поэ­
тому неизвестные коэффициенты X р и Ур при р » I должны иметь вид

X^Tr՝ (0<5<1) (2.6)

На этой основе из бесконечных систем (1.9) и (1.10) получим следующие 
асимптотические формулы:

։+(1-Д-֊Р, = о(г’), (к»\)
(-I)*՜1-

*։
где

, хо
°’2(l-v)' V’՜ . , . лЗ 

2(1-v) sin —

(2.7)

(2.8)

а из (2.7) (без учета (2.8)) и бесконечных систем (1.11) и (1.12) при р» I 
следует
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'.-НИ
2(l-v)(2-2v-5) v0 <2-9)

, . . :tS
(3-4v)sin —

Сравнение (2.9) и (2.6) приводит к выводу, что действительно име­
ет место асимптотические формулы (2.6) и (2.7) при условии (2.8). Из 
условия получается уравнение для определения числа б

(3 ֊ 4v) sin* ~ = (5 - 2v)(5 + 2v- 2) (2.10)

Нетрудно проверить, что коэффициенты при особенностях напряже­
ний около точки ЖДО) пропорциональны у0. Формулы (2.6) и (2.7) 
позволяют свести бесконечные системы к решению конечных систем с 
учетом всех неизвестных, а также контролировать точность прибли­
женных решений и определить значения постоянных Х0։>у0.

Количество разрешаемых уравнений (М, ;V) в конечных системах будем 
определять из эмпирических соотношений [1,2]

3. Расчетные формулы. Из-за наличия двух особых точек Я(/?.Л) 

и B(R.O) ряды, входящие в выражениях компонент напряжений и пе­

ремещений, в окрестностях особых точек, сходятся медленно. 

Асимптотические формулы (2.6) и (2.7) позволяют улучшить сходи­

мость функциональных рядов на два порядка. При этом выделяются 

характерные особенности напряжений в особых точках. При улучше­

нии сходимости рядов в окрестности точки А (В) в формулах (2.6) и 

(2.7) надо положить yQ = 0(х0 = о), так как учет этих слагаемых при­

вел бы к повышению погрешности при вычислениях. Это связано с 

тем, что суммы отброшенных рядов имеют больший порядок убыва­

ния, чем каждый их член.

Из (2.6) и (2.7) следует, что компоненты напряжений и не имеют 
особенностей. После улучшения сходимости рядов для напряжения о. полу­
чим следующие расчетные формулы:

а) для окрестности точки A(R,/i)
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(Юе'“' соб<р) а. =֊^—51ПС,г-Х Р։Лп(г) - иЯ։։(л) +

4֊р.1» (-1)*~'г0 ехр(֊Р)(Я - л)) 
Р։л7я7 зш Р։г +

(3.1)

1 + ар(Л - х)

Л R-г 4Л
1п— -1-------- 1п —2Л г тер.

б) для окрестности точки В(Л,0)

(2бехр(ко/)соз<р) 'а. = -~г—з1пс,х-Х] +
2с, ‘ I

2(1-у)+а„--
н"р(с) + т»0р(с)+^0

2(1-у)л(арЛ) ехр(арс)
(3.2)

у„Г(5)Я‘(Гг(1-у) - б „ ,с 1 . лб
+ ,— —— — 31п50, +-—— соз0, соз(6 + 1)0, зш —+

Ял/Ягр0։ Ц 6-2у 6֊2у Ч 2

/•
+ —з1п50о -6соз60 з!п(6+ 1)0О г

где Г(5) - гамма - функция Эйлера,

2с?Пр зЬу,рс сЬу,р(А-о)
Лс,:/,(арЛ)[ '’сЬуг,А+ ” сЬу2рЛ .

4(1-у)глс;Ч(М 

/։Хг։с,:/,'(х,) (3.3)

р = ■\1(Я-г)՜ +(Л-г)2, р0 = -У(Л-г): +о՜, 0, + 0О = ֊ 

росоз0о = Л-г, роз1п0о = г, (р, р0) « т!п(А.А)

При получении (3.2) была использована формула [6]
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Е֊֊г=—г(1-к1х)+е^” (3.4)
Г-1 Ъ л

где Г(а,х) - неполная гамма-функция, у - произвольное число,

£ =я(р+с), с>- , Яех>0, О<0< 1.
Аналогичным образом можно улучшить сходимость рядов для других 

компонент напряжений и перемещений.
В конце работы приведем формулы для определения изгибающего момен­

та и перерезывающей силы, действующие на высоте 2 от основания ци­
линдра

2я R
Му(г) = I Р А СО5фб/гс/ф 

О О
2к R

лМ = I 
о о

Для краткости приведем значения этих величин для сечения 2 = 0

* О, у
Л/ДО) = -4С7ехр(/(в/)Х Р г" 

[ * 20 г х у
Рх(0) = —я«. 1Ьу։ й -

[л=| л 1?, сЬу1лА у„ J

4 у Г (1-у)РЛЛ(*,) + у + ^,2а(х,)11

(3.5)

(3.6)

При помощи асимптотических формул (2.6) и (2.7) и обобщенной дзета- 
функции Римана

у) = ]>2(л։ +у)՜' <3-7>
л=0

легко можно улучшить сходимость всех рядов в формулах (3.6).
Собственно, частоты данной задачи будем определять, исходя из следую­

щего факта: известно [1], что когда вынужденная частота находится в малой 
окрестности собственной, то точность удовлетворения граничных условий 
резко падает. Поэтому, после каждого конкретного расчета необходимо про­
верить точность удовлетворения граничных условий.

Такой проверкой определяется приближенное значение собственной час­
тоты. Для уточнения этого приближения надо увеличить количество разреша­
емых уравнений бесконечных систем.
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