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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЕМ 
ТЕРМОУПРУГОЙ ПЛАСТИНКИ-ПОЛОСЫ

Мовсисян Л. А., Габриелян М. С.Լ.1Լ Մովսիսյաև, Մ.Ա Գսւրրիե|յաեՋերմաառաձգական սափ շարժման ղեկավարման մի խնդրի մացիևԴիտարկվում է ջերմաաոաձգական (կապակցված խնդիր) սափ ծռման շարժման օպտիմւպ ղեկավարման խնդիրը: Տրված նախնական պայմանների դեպքում պահանջվում է բեոի եւ ջերմության միջոցով սսդը ժամանակի որոշակի երկու պահերի համար բեխդ տրված վիճակների: Որպես օպտիմալություն սկզբունք մինիմիդացվում է ջերմությունից եւ բեոից քաոակոաային ֆունկցիոնալը.Լ. A. Movsisian, M. Տ. Gabrielian

On one problem ofcontrolmg the thermoelastic plain-layer's motion

Изучается задача оптимального управления одномерного изгибного колебания термоупругой 
пластинки (связанная задача). При заданных начальных условиях относительно прогиба, его скорос­
ти и температуры требуется при помощи нагрузки и температуры объект привести в фиксированные 
моменты времени к заданным положениям (для простоты изложения таких положения берутся два).

В качестве критерия оптимальности минимизируется квадратичный функционал от действующей 
нагрузки и температуры.

1. Уравнения поперечного движения пластинки и связанной задачи теп­
лопроводности в классической постановке на основании [1-3] берутся в виде_ Ժ4 w &Т

D —+«(> + * — 
Lav 5t

+ ph
о2»

՜8Ր
F(x,r) (1-1)

дТ д2Т (\2% 6к' \
д։ * дх2 +1< Л3 + р/гс \

. (1.2)

РЛ Ся Р^'С,

Обозначения общепринятые или сохранены [1-3], поэтому здесь не разъ­
ясняются.

Пусть имеются следующие граничные:

г
» = М = -П -^г + а(! + у)7՜ =0, Т=Ф.(/) грих = 0

J (1.3)

» = Л/= О, Г=ф;(/) гри.г = /
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и начальные условия

см
\м = Р^х), — = Гг(х), Г=7'0(х) при / = 0 (1.4)

Представляя решения (1.1) и (1.2)
2 / 2 I

м^/) = - /и'(х,/)51пХ1.Хб£г, Тк(1) = Т^Х'^п^хсЬс-, Хк= — (1.5)

* о ‘о ‘
с учетом граничных условий (1.3) будем иметь

—Г'+со/и'։ -акТк = /„(/)

«Тк г П <1'6’
^+х‘г‘+А‘'^Г = ч'‘(/)

где 

о , 4 а(1+у), , , , ,
=рйХ‘ ’ = рЛ Хк ’

12т 6к‘ , 2 Г

I
V* =Х^։[ф|(')-(-1)‘:Ф;(/)] + Ф1., <Р, = у1фз1пХ,хг&

1 о

Начальные условия для системы (1.6) будут

/ \ ^1(0) , X
И'Д°)=С։, — - =ак, Тк(0) = ек (1.7)

где постоянные ск, <1к и ек - соответствующие коэффициенты Фурье разло­
жения функций (1.4).

2. Задача ставится следующим образом: в момент / = 0 пластинке сооб­
щается начальное отклонение, скорость и температура по (1.4). Требуется в 
моменты / = /) и / = 12 пластинку привести в определенные положения 
М'Дх,/։) и М'Дх,/,) при этом минимизируя следующий функционал:

/ = П(₽/?:+2’//7^+гФ:)Л<// (2.1)

О о

Выбор постоянных р, у,8 (р>0, р8>у:) в некотором смысле произво­

лен и для конкретной конструкции их следует связать с тем, какое воз­
действие (силовое или температурное) легче осуществить. Интеграл (2.1) не 
есть полная внутренняя энергия пластинки, но характеризует ее, в частных 
случаях может быть и внутренняя энергия.

16



(2.2)

Учитывая разложения к' и Т, из (2.1) получим

оо *з

4=1 О

Имея в виду, что в последнем функционале слагаемые независимые, ми­
нимизация (2.2) для каждого к осуществляется в отдельности.

Таким образом, для каждого к с учетом (1.6) получим следующую задачу 
оптимального управления:

х։=сох2, х2 = ֊(ох։ +ах3 + и, х3 = ֊хх,-£х2 + V (2.3)

при минимизации функционал

Л = Т7-1(Р//2 +2уну+8 у2)сЬ\ Р>0; Ре>у2 
о

(2.4)

Чтобы не загромождать формулы, индекс к опущен и использованы 
обозначения

Х3* “

(2.5)

Решение системы (2.3) запишется

Го]
£(/)= Х(/,0)Х(0) + 1а'('л)| и Л

(2.6)

где - нормированная фундаментальная матрица, соответствующая
однородной системе (2.3), выражение которой из-за громоздкости не приво­
дится. Приведем выражение только двух элементов, которые нам и в даль­
нейшем понадобятся.

Х^/՝Т) = _(ц:֊ц,)(Мз֊ц|)+(ц:-ц,)(ц։-М:) 

ш(ц, +ц;)е1'11'՜'1

(ц,-ц,)(ц5-ц.)

ате

(КОС
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(2.7)

где Ц( - корни характеристического уравнения

ц5 +хц: +(ш: +а^)ц+ю:х = О

Рассматривается случай, когда корни уравнения (2.7) различные (физи­
чески, наверное, только этот случай возможен). Случай кратных корней не 
приводится, так как класс таких задач узкий, к тому же исследование можно 
провести совершенно аналогичным образом.

Через %(0) обозначен вектор

Х(о) =

V — Ш к <

че = ек

Пусть требуется, чтобы пластинка в момент / = > 0 принимала форму 
И', (х, Г,), а е / = Г, > Г, - И’,(х,Г;).

Представляя и՜] и в виде рядов

и*, = этХ^х, и,, = 22 Л‘:) зтА^х
*П| ‘ к=\ 

из (2.6) получим следующие интегральные условия:

Ч Ч
|х12(г|։т)мб/т + /х13(/։,т) ус/т = Д, / = 1,2 

о о
4 = Л11’-х|1(/,)с-х|3(/|)<У-х|։(/1)е

Обозначим [4]

, (X _р,3(/,т) гриО<т</,
Л| I (Т) ~ 1 Л

О гри I. <т < /,

гри 0 < т < 7,

гри /, < т 2 /,

(2.8)

(2.9)

(2.Ю)

(2.11)

Л,,(т) = х,,(/,,?), Л,.(т) = х1։(/;,т), 0<т<Л 

тогда интегральные условия (2.9) примут следующий вид:

Ь։,,(т)«Л + 1л,,(х)уЛ = Д, 

о о

/а!|(х)иА + |лп(т) уЛ = Д, 

о о

18



Таким образом, проблема сводится к минимизации функционала (2.5) при 
наличии интегральных условий (2.12).

Так как функции Л (т) имеют разрывы первого рода, то целесообразно 

полученную вариационную задачу решить с помощью проблемы моментов 
[5]. Исходя из вида функционала (2.5), норма основного пространства будет

Ро2 = ,,т,՛" ,р:(М)А()) =Ч'1 + Ч»։и|
! ' (2-13)

= ' £,т։?.,[ЕЛн; -2'АЛ,> о

Норма сопряженного пространства выбирается в виде (2.4).
Так как система (2.-3) вполне управляема [6], то р0՜ > 0. После неслож­

ных вычислений получим

1 РИ-О'֊ ЦР-РД РЬг-ОЬ}
р° =сТ^7՜’ ՛' =~д~՝ =~с~ (214)

где

6։ = РД =20£1£2 + Р.С;

р = 1(еАц: +₽Л.::-2гЛцЛ|;)^ 
о

Ч

О +0Л, Л, -2у(Л1Д:-Л1;,А,|))Л
о

Р =/(е/д,2 + р/д;: - 2у/дД2)£// 
о

Вектор А°(/) будет

^-СЦд,Л֊Ле)Л1:(/)+(ЛР֊Л,0)А:,(/^

Если искать оптимальные значения управляющих воздействий Ио(/) и Уо(/) 
следующим образом:

«»(/) =с(е/։’-уЛ?); у„(/) = а(рЛ? - уД°) (2.16)

в постоянное определить из условия
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+*։%„)<* = i (2.17)

то получим

у0=ря?ег։₽Л=0՜^ (2-18)
Нетрудно проверить, что 

р:(«0(-).у0(-)) = Рё2 (2.19)

Таким образом, управляющие оптимальные функции будут 
ао ОО

F°(x,/) = Xw*(/)sinXtx, Ф°(х,г) = EvJWsinM (2-20) 
*=1 *=1

Так как wk -О^՜4), х., С, d, в, -(к՜2), элементы фундаментальной 

матрицы имеют нулевой порядок, Ак’ -(к՜՜), a F и Ф по (1.1), (1.2) при­

надлежат классу L, по xt, то fk и <pt имеют порядок не больше, чем к՜', а 
из условия ограниченности "энергии" (2.2) коэффициенты р, у, £ имеют по­
рядок не больше, чем Л՜1.

Величины Р, О и R из (2.15) имеют порядок не больше, чем к ՜՜, следо­
вательно, ик и v° имеют порядок не больше, чем к՜6, где 5> 1, т.е. 

функции F° и Ф° принадлежат к классу Л;[0,/;].

3. Для иллюстрации вышеприведенных результатов рассмотрим конкрет­
ный пример для пластинки из меди. Она теплоизолирована (к = 0), от­

сутствуют тепловые источники и не подается тепло через края (ф = Ф։ = 

= Ф, =0). Температура возникает только из-за деформации, а управление 

движением осуществляется только через нагрузку.
Предполагается, что пластинке сообщено начальное отклонение по одной 

полуволне, по такой же форме прилагается нагрузка. Тогда, вместо системы 
(1.6) будем иметь

^4+Ф-1.зз-1о5е = ю“/(т)

<3-1>сЛЗ . 1 dtp
— + 1.196-10'3е + 0.85 • 10 -֊ = о 
dx dx

с начальными условиями

ф(о) = 1, ф(о) = о, е(о) = о (3.2)

Здесь введены обозначения и принято
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. 2 _ И,|(/)

" (О, =,2(1_у2)р/4. Ф-^)

е=ач, ^=1оЛ ф=10-> 

/ п

Корнями характеристического уравнения (2.7) является

ц, = ֊1.1710՜’; ц23 = п±/6; 5=1.0113; г| = -1.35-10՜5 (3.3)

Вопрос ставится следующим образом: нагрузку /(т) подобрать таким об- 
П Л

разом, чтобы в моменты Т, - — и т, = —- амплитуда прогиба достигла 
25 ‘5

ф(т,) = 3 И ф(х,) = 2.

Вычисление дает

Ро = 0.02747 (3.4)

Управляющая функция определяется как

/°(х) = 1О'8Л°(х)ро՜2 (3.5)

где

А(,(т) = /,“/։,(т) + /“Л,(т)

(А зт8х + 5соз8х)ехр(г|(х| -х)) - А ехр(ц,(х| -х)). 0< х < х,

0, х, <х<х։

А,(х) = (В$1п8х- Лсозбх^хр^х. -х))- А ехр(ц,(х; -х)), 0< х < х.

Л,(х) =

/’ = 01679; /’ = 0.1692; А =-2.64-10՜’; 5 = 0.9889

В частности, если температурный эффект отсутствует, то управляющая функ­
ция есть

11.13со5т + 0.31з1пт, 0<т< —
о։/(х) = 5 * 2 (3.6)

0.31з1пт, — <т<я
I 2

Аналогичным же образом можно осуществить управление движением и 
при совместном воздействии нагрузки и температуры.
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