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Vibrations of an elastic rectangular coherent with rigid fundament

Приводится решение задачи об установившихся колебаниях упругого прямоугольника, основа­
ние которого жестко сцеплено с колеблющимися фундаментом. Методом Фурье задача сведена к 
решению регулярных бесконечных систем. Напряжения получаются с выделленными характерными 
особенностями.

Рассматривается стационарная задача об определении напряженно-де­
формированного состояния упругого прямоугольника, когда фундамент, к 
которому жестко сцеплено нижнее основание прямоугольника, совершает по­
перечные и изгибные колебания с частотой СО. На остальных участках грани­
цы заданы компоненты напряжений.

Задача решается методом Фурье. Исследование бесконечных систем алге­
браических уравнений производится по методу [1-3].

Приведены формулы для напряжений с выделенными особенностями, а 
также для перерезывающей силы и изгибающего момента.

Особенности напряжений получены в виде "местных” решений [4].
1. Построение решения задачи. Как известно [2], стационарная плоская 

задача теории упругости при отсутствии массовых сил сводится к решению 
следующих дифференциальных уравнений:

Д<р + с,2<р = 0, Д\|/+с,:у=0 (1. 1)

где △- двумерный оператор Лапласа, С} и с2- волновые числа продольных и 
сдвиговых волн, соответственно. Компоненты перемещении напряжений вы­
ражаются через потенциальные функции (1. 1) формулами:
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а, Э2<р , Э:у
— = —= тс,-(р+_

а,
20

Эг<р , Э:м 
э?-тс''ф+м?

тс Э:<р 1 Э;у 1 Э:у
20 дхд: 2 д:2 2 дх2 (1. 2)

Эф Эу 
"1-э7+э7’ 

, 1֊2у , <Х=:~гс,-

Э<р Эу 
"; = э7-эГ 

, рог V 
т =--------

1֊2у

где С и V - модуль сдвига и коэффициент Пуассона материала.

Здесь и в дальнейшем везде пропущен временный множитель ехр(±/СО/).
Граничные условия рассматриваемой задачи имеют вид

Ох(±а,г) = ±2О^(г), ՝ Гс(±<7,г) = О (ОсгсЛ) 

о.(х,Л) = ±20/(х), хс(х,Л) = 2От0 (|х| < л) 

„х(х,О) = со, и.(х,б) = г>ох, (|х|<л)
(1. 3)

где /(х) - функция нечетная.
В силу наличия косой симметрии задачу будем решать только для облас­

ти (0 < х < ау 0 < 2 < /?), удовлетворив при этом условиям косой симметрии.

ах(0,г) = 0, //;(0,г)=՝0 (1. 4)

Исходя из условий (1.3), (1.4), решение уравнений (1.1) представим в виде

2՝?՝ (—0 (А.х,՜ Хк —с2 ‘ Ак) зН Хц.,
сЬХцйГ

51пр^Г +

2у(-1Г՛
а с,2ар

сЬу„(А-г) у2Цр 5Ъу1р2
У1р сЬШ

ЧАХ, ;) = (--)+- 2,-------------------- — С05 р+
АЙГ с/сЬлп.л

(1. 5)

с23 [ “ сЬу,/։ р
сЬу;/ 

сНу;(,Л
С05И;,Х

Л

где введены обозначения
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<Ро(А‘) = —51пс1г, 
с,

(2р-|)гс

■2а

(2к-\')к 

2Л

%(֊’) =
2(*0СО5С,Л-Т0)
------- 5---------;-----С05С,г 

с2 созс2/1

с0 зтсЛЬ-г) 

с2 СОБСпЛ

л Т°Р‘ . СрС;^-1)*՜' У22Р* СО5С,Л
2 V V 2(1-у)Х,Д2/ 1 '

Х1։3 = Р/-с,3, ^:։2 = Р/~с22. \3 = р/-05с,3

Г1,2=а,2-с,2. У:,2=а/-с,3, у/= а/-0.5с,3
При выборе (1. 5) часть дополнительных условий (1. 3) и (1. 4) удовлетво­

ряются тождественно. Удовлетворяя остальным граничным условиям для оп­

ределения неизвестных постоянных Хк, 2р, V р, получим следующие бес­
конечные системы алгебраических уравнений:

=-х(1_^Л+л,р

% (1-У)а/7

(1. 7)

где

(р/ +Т,/)(Р/ + Т:,2)л, = «Д: -О5ус,3(Р/ + у,,3) 

(Р>2+Т./)(Р»’+Т:/)^, = УХп2֊(1-у)а/

; 2а" У,р~ Л §
(-1Гя, 

Р/ + Т,/

2 у Л(Р?+?пс13) Аос,2 5!пс,/»

■'=а-р4р/+т.;-)՜ +(-»Ч

1 ч* Л։1։3 ։ЬХ|։.а 60ятс.3 совс.Л

''■-<-|)г՛—рХ--------кГ~
Здесь введены обозначения

С:Ч, = «/ ։ЬУг,Л-У|,У:/^„Л

С'а'р сЬу,/ сЬу,/’ а'р угра-р 
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с2а^=^р'1гр 'Н^-уДад,,.) ' 1Ьу,/ 

с, л5։ = РА?, ։ЬХ,,<։ — (РА>») ։Ь%иа

/, = 1/(х)5!па;,ха!г, г, = ^(г)йпР,з(/г

После решения бесконечных систем напряжения и перемещения будем 
вычислять по формулам (1. 2) и (1. 5).

2. Исследование бесконечных систем. Покажем, что бесконечные сис­
темы (1.7) при любом значении вынужденной частоты СО, отличной от 
собственных, можно решать методом редукции или же методом последова­
тельных приближений. Действительно, исключая из (1. 7) неизвестные посто­

янные Хк, для определения неизвестных V р и Хр, получим две бесконеч­
ные системы.

а\р7-р + ХДЛ = Н,р
/И=1

^Рир-Ъ{и„сгрт+2„о21,„}=нгр
т=1

(2.1)

:-р*"схда
(1-у)/ю։։

Я2, = Л=,֊Ё 
л=։ (1-у)р,Л<7։,
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5^,- символ Кронекера.
Для систем (2. 1) оценим суммы модулей коэффициентов при неизвестных, 
считая, что р » 1.

р.-=К1 Х(]<-1л"1+1^)1>’»||)

(2.3)
р«=КГ Ё(Ы+1М)

Нетрудно проверить, что суммы, содержащие С։/,т и О2рт, при 

стремятся к нулю как о[р՜'). Пользуясь асимптотическими представлениями 

(*>Р»0

3-4у 1 I
= <2-4)

и формулами [6]

а п <25>

для выражений (2.3) получим следующие асимптотические оценки:

Свободные члены систем (2.1) при р —) оо стремятся к нулю. Отсюда следу­
ет, что системы (2.1) в общем случае квазивполне регулярны. Если считать 

*0 = 0. Л.^=0(<:), то для достаточно больших номеров из бесконеч­

ных систем (1.7) получим следующие асимптотические представления:

4/,=^. гг^\ ^=-^-+(-1)‘-,хорГ| (2.7)
Ра-

где 0<5<0.5, ахои:о связаны между собой следующими соотношениями:

. (2у+8-2)х0 (8-2у).-0
г» ֊ я5 > хо ֊ л5 <2- 8>

-4у)51П— 51П~

полученными из первой и последней систем (1. 7) соответственно. Из усло­

вия эквивалентности соотношений (2. 8) следует, что число 5 является наи­
меньшим положительным корнем уравнения

(3-4у)йпгу = (2у-5)(2-8-2у) (2. 9՛)
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Число разрешаемых уравнений бесконечных систем (М, будем опреде­
лять из эмпирических соотношений [2]

При решении бесконечных систем методом редукции неизвестные постоян­

ные £/,, г,, х* (р>м, к>м} должны заменяться своими асимптоти­

ческими выражениями (2. 7).

Постоянные //0, г0 определяются в процессе решения бесконечных систем 
путем сравнений численных результатов с (2. 7). В следующем параграфе по­

лучено дополнительное уравнение для определения и().

3. Формула для напряжений. Из-за наличия угловых точек Л(а,Л) и 

5(а,0), функциональные ряды, входящие в выражения напряжений, в малых 

окрестностях этих точек сходятся медленно. Общие члены рядов на границе 

в малой окрестности точки А стремятся к нулю как 0(Л՜'), а около точки В 

- как О^5՜1)*

Асимптотические формулы (2.7) позволяют улучшить сходимость функцио­
нальных рядов и выделить главные части (особенности) напряжений в ок­
рестностях угловых точек. Здесь, в отличие от [2], сходимость рядов улучша­
ется не на граничных точках, а внутри области, в малых окрестностях осо­
бых точек. Поэтому выделенные здесь особенности напряжений имеют вид 

"местных" решений и зависят от двух местных полярных координат (р,9).

Для окрестности точки £?(а,0) в точных формулах напряжений заменим 
неизвестные коэффициенты и некоторые сложные функции своими асимпто­
тическими выражениями. Тогда, для напряжений получим следующие прибли­
женные простые формулы:

0 Л 1=1 ехр(Р։(л-х))
[1±р։(л-х)]-

с£' соваДл-х)

е
Г'(Я)

-■^г{х0[51п560 ±8со50о 8!п(8+ 1)0о] +

’/2у 1
Г° р 2у| со։^1 +5со5<ЛЭ, 005(8+1)0,

(3. 1)

+ 0, ,(1)
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О a e 1 ’

-i^Ze^£ = 2<i-v<(.-)+^{.-.[(i-2v)sinSe1 + i3.2) 

+8cos9, sin(5+l)9l]-x(,8cos9u cos(5+ l)9,J+O,(l)

o/X . Д»СО5С,Л-Т.
to։c?i

где Г(8) - гамма-функция Эйлера.

coa. sin с. (А-г) 
cos с-г + —*֊—=—------

2cosc.A

р=7(а-х):+г. 9> +9, = ֊ (3 3)

рсо$90 = а - х. р5!п90=г, р«пйп(«,А)
При суммировании рядов (3. 1). (3. 2) был использован только главный (пер­
вый) член формулы [6]

Ф(лз\у) = 1Г .,fr, Л1п.-Г ~vn7j+: £ф-"л)՜

Ф(г,Л\у) = £(//+у)”г"
п«0

(3. 4)

(3. 5)

Ф4)=(2,֊|)?(։)

Здесь £($). £(л’.у) - обычная и обобщенная функции Римана. Таблице 

для £($) содержатся а книге [5].

Явные выражения для ограниченных функций 0,(1) (/>= 1.2.3) можно 

получить при помощи (3.4). если при суммировании рядов (3.1) и (3.2) не ог­
раничиваться только первым членом (3.4).

Окончательные расчетные формулы для напряжений, действующих в ма­

лой окрестности точки В(а.О). имеют вид

О, = С^,+ (<УЖ ֊</,”). (3.6) 

где О։ ■ точная формула. О1, - приближенная.
Если аналогичным образом улучшить сходимость рядов в малой ок­

рестности угловой точки Л(й,Л) и удовлетворить условию

а.(я,А)-о,(«.А) = 2G[/(«)-#(A)] (3. 7)
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вытекающего из граничных условий (1. 3), то при То = О, для определения 

неизвестного постоянного ио получим следующее дополнительное уравнение:

и 2т
(ГДоп=g(y,) _ _ 4»ас՛si п c՝h

4 ^.|(2р/-с,;)[У(А-ХЛ,)-С;гА] t у/ 

Лс2г 2рДп. cthXlta + Р4.

v 4 С/ V-(^ ֊ *И)РАИ th М+ S~-г-
A-l ас2

2ар2 -с,2 

2а/ ch у,/

(3. 8)

ch у.,Л J \ 2а/у„у:, -thy,/

Здесь общие члены рядов, содержащие неизвестные коэффициенты, стре­

мятся к нулю как о(к՜*).

Значения перерезывающей силы и изгибающего момента, действующих в 
сечении z = const, определяются формулами

P(z) = 2/то(х,г)</г = 4G{aT^.(c) + н;(а,с) - baa cosct: -

О

Xt sinPt(«-r) 
h\2i cthX.,ta -Ё

р=1

Z,shy.,(/>-;)-£/,chy3,.- 

a/chy,/?
(3. 9)

а
М(г) = 2 / ха. (х, г) дх 

о
Прямое вычисление значений Р(:) и Л/(г) по формулам (3. 9) малоэф­

фективно, так как ряды, входящие в (3. 9) при : = 0 и 2 = Л сходятся мед­
ленно. Однако, если при помощи асимптотических формул (2. 7) и первой из 
бесконечных систем (1. 7) улучшить сходимость этих рядов, то для сечения 
2 = 0 получим следующие расчетные формулы:

ЛО) _ ЛТО, X у XoP?%t-(-1)*՜՛ a; th 
4G

-Ё Z,thy:p/>-.y<' 

а,а а „а ch у, „Л

- 7?՜^’ д’՜5
° С(2֊8.1/2) (3.10)

дЛ/(0) 
4G

֊0«,

,=1

+ -^֊J ф-5,1/2)
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где г0 и х0 связаны соотношениями (2. 3). Аналогичным образом, при улуч­

шении сходимости рядов (3. 9) для 2 = А следует воспользоваться второй из 
бесконечных систем (1. 7). Для остальных значений 2 формулы (3. 9) можно 
считать расчетными.

Добавление. Асимптотические формулы (2.7), точнее, члены с коэффици­

ентом г/0, а также вытекающие из них расчетные формулы для окрестности 

точки /1(п,А) и дополнительное уравнение (3.8) были получены при условии 

Хо = О, то есть, когда парность касательных напряжений в точке /1(л,А) не 

нарушена. При То Ф 0 характер асимптотических поведений неизвестных ко­
эффициентов пока ясен далеко не полностью и требует дополнительного ис­
следования. На этой основе ограничимся только некоторыми фактами. Пред­
положим, что для больших значений номеров имеет место

</,=— (*./>» 1) (4.1)

Тогда, из второй бесконечной системы (полученной из граничного условия на 

а.(х.Л)) имеем

и.+Х) =4(1-у)т0 (4.2)

а из третьей бесконечной системы (полученной из граничного условия на 

<х(«,г)) получим

и,+х, = -4(1-у)т0 (4.3)

Последние два соотношения не согласуются между собой. Для выявления 
причины несогласия приведем приближенные формулы напряжений для ма­

лой окрестности угловой точки Л(п,А)

(1-у)лр;’1 лх, уС05р.,(Л-;)Г. п 4(1 —у)т0
6 Л к I х,

ли, соза (л - х) г _ , . . .
+----- 2--------- а (>-■■) 1 + «/Л՜ -) = ±(*| «»• 9-И, 31П՛ 9) +

а ?=, аре ' 1 ‘

+[х, + «, ±4(1-у)т0]|п— + »,1п^ + 0(р?) (4. 4)
Яр, п

_1_ й։ У Йпр>(Л-г)Гх,(я-х) .2%.
26 = Ие^"-Х} I 2(1֊у) Р4. .

и, (Л-г) «та/а-х) 
2а(1-у)£ е1’^՝

2т„9 (х, +и,)з!п29 

л 4л(1-у)
+о(р?)
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где

p1cos9 = a-x, p1sin0 = /7-z 
г--------гт~~------- гт f , (4. 5)

p։=^(a-x)‘+(A-z)՜ «т1п(п,Л|

Из (4.4) следует, что при асимптотике (4.1) и (4.2) напряжение О., когда 

р։ —> 0 остается ограниченным, а напряжение Ох имеет логарифмическую 

особенность с коэффициентом, пропорциональным То. При асимптотике (4.1) 

и (4.3) О. имеет ту же особенность с обратным знаком, а остается огра­
ниченным. Касательное напряжение в обоих случаях остается ограниченным. 

Следовательно, формула (4.2) предполагает приближение к точке Л(л,Л) по 

кривой, касающейся в точке А с линией z — h (0—>0), а при (4.3) каса­

тельная к кривой будет прямая х = а (0 —> тс/2).

Если в условии (3.7) предельное значение О.(б7,Л) вычислить по формуле 

(4.2), а ах(п,Л) - по формуле (4.3), то для определения неизвестного коэф­

фициента снова получим дополнительное уравнение (3.8), в котором нуж­

но сделать замену 7/0 —> и считать То 0. Для облегчения дальнейших 
вычислительных работ приведем значения первых корней уравнения (2.9) в 
зависимости от коэффициента Пуассона.

Таблица

V 5 V 6 V 3
0.50 о.доьзаз 0.32 0.301842 0.16 0.18/198
0.48 0.394766 0.30 0.288627 0.14 0.170167
0.46 0.383923 0.28 0.275877 0.12 0.152158
0.44 0.372864 0.26 0.262159 0.10 0.132955
0.42 0.361588 0.25 0.255250 0.08 0.112262
0.40 0.350089 0.24 0.248231 0.06 0.089637
0.38 0.338359 0.22 0.233840 0.04 0.064393
0.36 0.326387 0.20 0.218926 0.02 0.035332
0.34 0.314154 0.18 0.203411 0.01 0.018699

Непосредственной проверкой нетрудно убедиться, что 8։=2 —О также 
является корнем уравнения (2.9).

Собственные частоты СОо можно определить одним из двух способов:
а) как положительные корни определителя бесконечного порядка системы 

(1.7). Условия (2.6) позволяют.определить приближенные значения СОо мето­
дом редукции определителя,

б) при С0= СОо задача не имеет ограниченного решения, поэтому точность 
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удовлетворения граничных условий при С£)~СОо резко падает. Исходя из это­
го факта, собственные частоты можно определять в процессе численного ре­
шения бесконечных систем для различных значений СО с одновременной про­
веркой тех граничных условий, из которых получены эти системы.

После определения собственных значений, собственные формы упругой 
балки будем определять по формулам (1.2) и (1.5).
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