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Stepwise-homogeneous Plate with Arbitrary Oriented Stringers.

Методом факторизации и ортогональных многочленов решена контактная задача о передаче 
нагрузки от двух произвольно ориентированных конечных стрингеров к кусочно-однородной 
бесконечной пластине.

В работе рассматривается контактная задача о передаче нагрузки от двух 
произвольно ориентированных стрингеров к упругой кусочно-однородной 
бесконечной пластине. Наиболее полная библиография контактных задач о 
передаче нагрузки от упругих стрингеров к массивным телам можно найти в 
работах [1-4]. Контактные задачи, примыкающие к исследуемой здесь зада­
че, рассмотрены в работах [5-10].

Рассмотрим кусочно-однородную бесконечную пластину, приведенную к 
декартовой системе координат Оху, состоящую из двух упругих полубеско- 

нечных пластин с упругими характеристиками V։ (_У>0) и |Ն, V, (_У<0). 

Пластина усилена двумя упругими конечными стрингерами, расположенными 

на различных полуплоскостях и наклонены под углами Փյ и ф, к линии раз­

нородности (_у = 0). Конец первого стрингера выходит на линию разнород­

ности. По одним концам стрингера загружены сосредоточенными растягива­

ющими силами и Л (рис. 1). Относительно стрингеров принимается мо­
дель одноосного напряженного состояния в сочетании с моделью контакта 
по линии [1]. Неизвестными считаются контактные касательные напряжения 

Т։(г) и t2(r), возникающие в зоне контакта стрингеров с пластиной, удов­
летворяющие следующим условиям равновесия:56



/т,(г)</г= Р}, ]хг{г)с!г= Рг (1)
О -сгде ах =асо5ф։, />։ = />со$ф2, с։ = ссо$ф2.

Для осевых деформаций по линиям расположения стрингеров имеем:

л,/» 1 ? Г?
/,Л—- = ֊]^|,(г,/)т,(г)Л + -] АГ,,(г,/)т;(/)Л (0<г<оо) (2)

а/ Д 0 Я

/2А^֊—=—}/С::(г,/)т,(г)с// (-^<г <0) 

аг я о я _с

где Л-толщина пластины, / = 8)1, /(З —V,) 0=1.2)

К>Аг,г) = ^■>|(гЛф|,Я,) =
г-/СО52ф։ , . , 1\Г'֊Г)Д(м,2ф,) ՛ Д՝(г,г,2ф|)Г (г - I СО$2ф]) + Зг/(/ ֊ Г СО5 2<р,)

(3)

(4)
-А, эт2 ср, △2(''.'.2ф1)(г - ։ со52ф, )[/('■ - ։ со52ф.)+/•(/ - г соз2(р,)]+4г/------------------------- ֊,----------.-----------------------Д (г./,2ф,)
К^гА~) = К{1[г,1^{^,а} =

= —,— ---- г[-Л4созф (г-/со։ф )-Л,/81п։<р -△('•ЛФ-)
-А6151п: <р2 - Л,/51П; ф| +2Л,г51пф։ 5!п<р, ]-2(г-1 СО5ф_)(г 51пф, -/5!п<р1)(Я,Г5ГД5ф1 - /^гзтф,)Д:(^.'.ф-)
ЛГ,,(г7) =/С,:(г,/,(р;,Ф1,йу)
^:(г,/) = ^,(г./.Ф:Л;)
д(г,/,а) = г: +Г-2г/со։а, ф_ = <р|-<р;
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*[Ф-у,)(1+у;)+2(1-у,)(1-у2)](з-у,)(з-у,)[/г(з-у|)+1 +у,][з-у,+ /:(> + у2)] 
[8-(1+у,)(з-у,)](3-у2)

(3-У,)[*(3-У,)+1+У,][з-У2+Л(1+У2)]

■ _ (*-1)(1+У,) , > 2(*-1)(1+У,)г
Л=^У')-ф-у,)+1 + у,’ ֊У')-(3_У1)[ф_ч)+1 + У1]

... ՝____________ 8>(3-У,) + 3-У2]___________

(з-у2)[а(3-у|) + 1+у,][*(3-у2)+1+у2]

Ф(з-у|)(1-у2)-(з-у2)(1-у,)] 

(з֊у2)[Аг(з֊у1)+1+у|][а(з-у2)+1+у2]

. ( , ч 4(14-у2)
/_ \Г / /1 \ 1(3-^)[А'(1 + у:)ч-3֊у:],,. \ _ 40+у.)

(з-ч)Нз-у,)+1 + у,]

В;(А,у,,у,) = Л;^,у,,У| у = 1,4,5,6.

У = 2.з,7; * = Ц:/Ц,

р.|,|12- модули сдвига, а V], V, - коэффициенты Пуассона материалов полу- 
бесконечных пластин.

Используя (2) и (3) и реализуя условия совместимости деформации стрин­
геров и пластины, после некоторых выкладок приходим к следующей систе­
ме сингулярных интегральных уравнений относительно неизвестных кон­

тактных напряжений Т,(г) (/ = 1,2):-]кп(г,/)т;(/)л+-| к;,(г,1КА1)с/1 =

л о Я-! ■
<6)

= Х,тЭ( 1 -г)Ь»(г-/)<(/)Л + £*(г), (0 < Г < оо)
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Л’О Я _.

= Х, \-д(г-1)т'Л1)с/1, (-1<г<1)-I
здесь тЗ(х) - функция Хевисайда,

т7(г) = О(1-г)т|(лг), X, =аИ1\ /Е1МЕ1

Тз(г) = т,(аг + Р), Хг=ауН1г1 Е։тЕ։

^+(г) = ֊^(г-1)1а:„(г,/)т7(/)Л
п ол:1;(г,/)='в(1-г)К’|,(г,р)у, р=у/ + у,

^;1(г,/) = Х1г(г,0, г = уг+у,А^г>/) = К|1(^,Т]), <='- + Уа; П = ' + То
а Р Р с-Ь с+Ь

1=а՝ У՝ = а’ *» = а’ а = —• Р = -՜
Е^\ Е^ - модули упругости стрингеров, Е} - площадь поперечного сечения 

стрингеров.

Функции ,(/*,/) и К12(г,/) даются формулами (4) и (5). Из (4) видно, 

что ядро А^н(г,/) помимо особенности типа Коши имеет также неподвижную 

особенность в точке Г = ( = 0.
Таким образом, решение поставленной выше задачи сводится к решению 

сингулярных интегральных уравнений (6) и (7) с неподвижной особенностью 
в точке нуль.

Отметим, что решения уравнения (6), (7) должны удовлетворять еще усло­
виям равновесия (1).

Переходим к построению решения системы уравнений (6) и (7). В (6), счи­

тая Т*(г) известной и следуя методике, изложенной в [9], сделаем в нем за­

мену переменных 1 = еи, г = е՝՝ и применяя к нему интегральное преобразо­
вание Фурье, после некоторых довольно громоздких выкладок получим

Хг(а)т^(а)+-^-т|'(а-|) = /'(а) + ^’(а) (-1<1та<-л0) (8)
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где

К (а) = ֊—-— [с!1 ла + А сЬ(а+/ )ш-
зЬ ла1

-Я,(а+/) зт 2<р, ։Ь(а + /)у+ Л։(а+/)2 эт2 <р, сЬ(а+/)у]

«0=/а,, АГ(а։) = О, у=л-2ф,

/■(а) = — /к,; (а, р)< (р)</р 

я/.,

^‘,(а, р) = у/К,2(г, р)г“՜' с/г =

О

=ТУ(-1Г г('а) _ (9)
Ц Г(1+«1+/а) Эг" _ ( ’

<|п։а<0)

Г(х) - известная гамма-функция, Т~((Х) и £*(<х) являются трансформанта­

ми Фурье функции Т[(а) и £*(а) соответственно.
Функциональное уравнение (8) решается методом факторизации. Оно

представляется в виде

~( I а0 л Н <'°) х.^п՜' ~/о
Х'[а)~К-(а) 'К-(а) + Г-(а) сс^-(О) ' (-1 < 1та<->!(,) (10)

где а0 - неизвестная постоянная, которое определяется из первого уравне­
ния из (1),

К(а)= Л֊>(а)/С-(а), (-1<1та<-л0)

КЧа) = Р(а) ’ К-(а) =
Л-/՜ (а) 
Г՜ (а)

_ . . Г(1/2-/а) - . . аГ(1/2+/а)

£±(а) = ехр[+Л։(а)]

Л(а) = А*(а) Я՝(а) = 1п0(а)
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R4a) = j Л/. R'(a) = J R(u)'a du 

0 —

G(a) = —---------- -Ichna-A ch(a+/)w-
chira-l1

->։,(a+/)sin2<pl sh(a+/)\|/+ Л։(а+/): sin՜ <p, ch(oc+/)\(z]

Л(а) = Г*(а)+Л’(а), Я(а) = Я*(а)+Я’(а)

F(a) =
_£ цГ(а) a|_ А՜’(а) КЧО).

Я(а) = - 
a

т~(а-/) _ t"(-/՜)
К+(a) JC(O). (11)

/о = Ие5[а/"(а)], т։’(֊/) = Рх/а

далее поступим так, как в работах [9. 10]. Функции Т"(а), //"(а), К~(а) 

и /?-(а) регулярны при 1та<-/70. Аналитическое продолжение функции 

/,-((х), как следует из (9), имеет простые полюса в точках = т 

(п = 1,2,...), а функции т‘(а) - в точках а = а|+/и, а = а*+/'??, 

а = -а*+/>? (п = 0,1,2,...; А = 2,3,...), гдеа։=-ш0 и ак (к = 2,3,...), 

корни уравнения /С(а) = 0, расположенные в порядке

0< Ima* < 1та*и, Rea* >0 (к = 2,3, .)

Функция //"(а) имеет те же полюса, что и Т~(а), кроме точек а = а։, 

а = а* и а = —а*.. Эти результаты вытекают из обсуждения функционально­
го уравнения (10) и из выражения (11).

Введем обозначения

пГ'Х = Rest, (a), nfzYm = Res Tj*(a), 0<e<l/2 
a=ae

Тогда можно получить следующие представления:

(12)
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Я-(а)=Х! X
—т

(13)

-т

/7'(а)=Ё/о™1 т’,(р)</р (14)

С05ф- С05(*+ 1)ф- - ч

-Л5 5!пф_ 5т(»։+ 1)(р_ + А6(т+1)эт<р, 51п((/л+ 1)<р_ +<р,) + 

+А7(т+1)з!п<р։ 51п(»;<р_ + <р։)]

ао> = п___________ !____________У (ая+/р)к(а„+/р)' е=п,- _ .ч<»■ (-а„+ф)Л'(-а„+/р)
А(11=6(:> =и0т и0т

Здесь а* - корни уравнения /С(а) = 0, для которых получена асимптоти­
ческая формула

<4 2 
(2к + 1)/ + —1п

К 51П ср, 
я-Н 7М(2*+о П ри к —> оэ

я Я-М
При мнимом ат в формулах (12) и (13) следует поставить Уп։ = 0.

Далее, ищем Т2(х) в виде

хИх) = "7==т£2Л(Д Ы<> 

V 1 — X՜ '1=0
(15)

где 7^(х) - многочлены Чебышева первого рода.
Используя (12)-(15), из (7) и (10) получим следующую систему бесконеч­

ных систем линейных алгебраических уравнений для определения неиз­

вестных коэффициентов Хп, Уп и /л:

4 + Х^ 7 +У[5'"х„ + Я';,)г1=-7ОВ (л) = 1,2.,..) (16)т пп> п I тп п тп и J и т ՝ ’ • / ՝ ՛л=1 л=1
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rAe

X„ +X,CjaJZ[^%„ + /e^.] + C„(aJXz.„„Z„ = /»=1 n»l( x X.CZ ' P + // , .= C„(a„) oQ~ ~(m=l,2. )
L + + Cj-a„)X U =

\,a-'P+ f„_!—  Ia„/r(O) 0 M (/«=1.2.. )

8„ =
=

dK(a) 

da

l-r:^,(r)rfr

777+1

i Hr5(1) = ^ntnk n'n

sk:,
drdl

dr-10

drdt 
drdt

TAO J 
di

'"->-,0 ~—drdt- 
dr

. ՛ drdt - 
drdt

-7tX,l3(r-/)

-5'” +Y «<՛>
°m.!0 Z-, n,mi

(17)

(’8)

p(l) _
■°mnO —
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{am-a„-ik-i)K*(a„ + ik + l)у (~^i£ («„ + "ik “') ' (֊a,+ik+/)

L„„ = , , ' r< Ё4.t ijk[(Yi + YP) ‘ ' ]x
2n(n — 1) i=I " _,ap 1 _____ J

х[(л4И)(Цр)-(»- 1Х/„(р)]л/1-р2Ф

С/п(х) - многочлены Чебышева второго рода.

Выражения для коэффициентов бесконечной системы (18) 7?Я(1Я, и 

£тя получаются из /?я’я, Т?^’ и Ьп1п, соответственно, если в последних вмес­

то (Хт положить —ОС,,.
В случае мнимого ССЯ| следует в (16) и (17) положить Ук = 0 и не рассмат­

ривать (18) при т=к.
Не трудно убедиться [10], что совокупность бесконечных систем линейных 

алгебраических уравнений (1б)-(18) квазивполне регулярна при а<Ь. Следу­
ет еще отметить, что если стрингеры- находятся в одной полуплоскости и 

ф։ = ф,, то всегда а <Ь, то есть соответствующие бесконечные системы 
всегда квазивполне регулярны.

Постоянные С10 и Ио определяются из условия равновесия стрингеров (1), 

а для /0 получаем 

где

М= А4 со5'(ф] -ф,)- 51п՝(ф] -ф2) + Л651Пф, шп(2ф։ -ф,)-A, sin2 ф,

В табл. 1 приведены значения корней /С(а) = 0 при 0<Ima<l, кото­
рые характеризуют особенности контактных напряжений на конце стрингера, 
выходящего на линию раздела материалов пластины в зависимости от угла 

ф, и к = |1: / Ц։ при V։ = V, = 0.3
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Таблица 1

X. к 

ф* 0 1/4 ։/2 з/2 1 2 5 10

10 0.441 0.461 0.482 0.490 0.5 0.562 0.620 0.691

20 0.361 0.423 0.453 0.481 0.5 0.603 0.671 0.742

30 0.264 0.375 0.432 0.473 0.5 0.620 0.701 0.762

45 0.021 0.324 0.416 0.471 0.5 0.622 0.712 0.791

60 0.127 0.312 0.412 0.470 0.5 0.642 0.714 0.793

70 0.168 0.336 0.414 0.471 0.5 0.645 0.720 0.793

80 0.220 0.352 0.423 0.472 0.5 0.645 0.721 0.795

90 0.237 0.358 0.425 0.472 0.5 0.645 0.722 0.796

В заключении отметим, что если ф։ = ф, =л/2, то получим решение за­

дачи, рассмотренное в [10]. В случае Z*=0, системы (16) - (18) соответ­
ствуют решению задачи, рассмотренной в [8, 9].
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