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Electroelastic surface waves of finite amplitude on an piezodielectric solid.

Исследуется распространение поверхностной электроупругой волны конечной амплитуды в пье­
зодиэлектрике класса 6mm с учетом только геометрической нелинейности. Получены описания гене­
рируемых первичным волновым сигналом электроупругих полей.

Рассматривается распространение электроупругих высокочастотных (ко­
ротких) волн конечной амплитуды, локализованные у поверхности раздела 

Х2 = 0 пьезодиэлектрика класса втт гексагональной симметрии с вакуу­
мом. Учет больших деформаций усложняет взаимодействие между упругим и 
электромагнитным полями, а также между плоским и антиплоским электроуп- 
ругим состояниями.

Пьезодиэлектрическая среда занимает полупространство |х։| <°°, |х;| < О, 

|х31 < <*>, где решаются уравнения движения упругой среды

Э£„ Э2м.
^ = Р„^. /.7 = 1.2,3 (1.1)

и уравнения электромагнетостатики

Э£> ЭД,
Т-“-=0, т-г’ = 0, п,р= 1,2,3 (1.2)
Эх„ Эх,

в лагранжевой форме описания. Здесь + 1у- тензор термодинамичес­
ких напряжений Лагранжа, компоненты которого с учетом только геометри­

27



ческой нелинейности имеют вид [1, 2]:

ЭФ ЭФ Э//֊
£» = С"’л Э^ + е"" Э^+5”’е",‘ Эхт Эх, +

Г 1 (1’3)
■\5;-с<-« + 2М»Д- ЭХя

Лагранжевые индукции электрического и магнитного полей с учетом ко­
нечных деформаций соответственно равны :

Эм, ЭФ 1 дик ди,
=е՞4 Эх^՜^ ЭхГ+2 э^՜՜

, эф э», (14)
—£ /------------

"" ы‘> Эх

„ С ди, Эи, ди, ^Э՝? ЭЧ*
Вя-^,Эхл и‘"Эхл Ц"Эх, ДГ Ц‘'Эх, (1֊5)

В материальных соотношениях (1.3)-(1.5), а также в дальнейшем в мате­
риальных соотношениях внешней среды мы пользуемся выражениями лаг­

ранжевых напряженностей электрического ЕДх;,/), магнитного Нк(х},() 
полей, которые с учетом конечных деформаций описываются через градиент 

деформаций = 5у-Н//; и потенциалы соответствующих полей ф(ху,/) и 

Ч'(х;,/)

ЭФ ди, ЭФ
"="э^՜՜"""

ЭУ Эи, ЭЧ* (1֊6)
” = Эхт Эх, Эх.

В соотношениях (1.4) , (1.6) тензор " геометрической стрикции" й име­
ет вид

С, =5,„8;„+8,„8;т-3,;8„т

Во внешней вакуумной области |х,|<оо, X, <0, |х3|<«х> решаются урав­
нения электромагнетостатики для вакуума

эдГ1 
Эх.

= 0,
Э£<0’

п.р= 1.2,3 (1.7)
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где индукции электрического £/0)(х։,/) и магнитного В<0)(х։,/) полей в лаг­

ранжевой форме описания выражаются через потенциалы этих внешних по­

лей Ф(0)(х։,/) и Ч^0)(х։,/) соответственно, а также через деформации точек 

поверхности раздела сред и^(х։,/) = мДх)։0,х3,/) [1]:

ЭФ10’ 'дчм Эн'ор ЭФ(0) Э//0’ ЭФ(0)
Эх, 

ЭУ10’ 
дх> -

Эх, ' Эх,

Гэ„<” э<՝
——+—— 
дхр Зх,

Эх, ' Эх„ Эх, 

ЭУ«» Э„<0) Эч,(0)
Эх, 1 Эх„ Эх,

(1.8)

Естественно, что конечность деформаций поверхности электроулругой 
среды искажает ("деформирует") нематериальную внешнюю среду, чем и 
продиктованы выражения материальных уравнений (1.8). Учет "деформаций" 
внешней вакуумной области особенно важно в задачах о распространении 
поверхностных электроупругих волн.

На границе раздела сред х, = 0 удовлетворяются непрерывность танген­
циальных компонент векторов напряженностей электрического и магнитного 
полей

ЭФ ЭФ(0) Э«, ЭФ ЭФ10>՜
г\

Эх, Эх, + Эх; [Эх, Эх, .
— и

ЭУ ЭУ(0) ди, ГЭУ _ ЭУ<01' 
Эх, Эх, + "”"'ЭхДЭх„ дх„ .

и нормальных компонент векторов индукций этих полей

О, =£><”, В, = В?’

(1.9)

(1.Ю)

На недеформированной границе раздела X, = 0 термодинамические нап­

ряжения должны равняться нулю :

4=о (1.п)
Очевидно, что учет "деформирования" внешней нематериальной области 

усложняет запись материальных соотношений внешней среды (1.8) и гранич­
ных условий (1.9) , (1.10) . Кроме этого, из приведенных соотношений следу­

ет, что посредством градиента деформаций ; = квазистатические
электрическое и магнитное поля взаимосвязаны. Это значит, что если в пье­
зодиэлектрическую среду излучать электроулругую волну конечной амплиту­
ды, то в среде индуцируется также магнитное поле.

Наряду с граничными условиями (1.9) - (1.11) для локализованных у по­
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верхности раздела волн должны удовлетворяться также условия затухания 
по глубине полупространств всех волновых характеристик .

2. Пусть на вход пьезодиэлектрической среды падает монохроматическая 
волна конечной амплитуды. Нелинейность уже не допускает простых перио­
дических волновых решений и приводит к последовательному возбуждению 

временных гармоник падающей волны ехр/’(о)л/ - кпг). При
этом амплитуды генерационных гармоник будут медленно изменяющими 

функциями времени и направления распространения волны (^ = ЕГ, Т = Е/). 

Здесь Е физический малый параметр, которым может быть мера понижения 
первичного волнового сигнала на расстоянии длины волны. Исходя из вы­
шесказанного и учитывая, что нелинейность кристаллов мала, при решении 
задачи о распространении волн конечной амплитуды достаточно ограничить­
ся приближением заданного волнового поля (падающего волнового сигнала).

Воспользуемся методом возмущений, представляя искомые величины 
электромагнитоупругого поля в виде

(г-н 
л=0

Не нарушая общности решения, за направлением распространения волны 

принята координатная ось 0х} (т.е. ^=ЕХ։). В нелинейные волновые уравне­
ния и граничные условия эти изменения входят посредством замены произ­
водных по Х։ и по /

э э э э э э
— + £ — , ֊ + Е— (2.2)
Эх։ Эх, Э/ Э/ дт

Подставляя разложение искомых величин (2.1) в уравнения электромагни­
тоупругости (1.1), (1.2), (1.7) и в граничные условия (1.9) - (1.11) с учетом 
материальных соотношений (1.3) - (1.5), (1.8), преобразований (2.2) и при­
равнивая выражения при одинаковых степенях 8 , в первом приближении по­
лучим линейную однородную краевую задачу электромагнитоупругости. Из­
вестно, что для пьезодиэлектрических кристаллов класса бтт задачи плос­
ко - деформированного упругого поля и магнитного поля разделяются от за­
дачи антиплоской деформации, которая электроактивна. Это означает, что в 
данной среде в качестве волнового сигнала можно возбуждать один из ука­
занных волновых полей.

В дальнейшем вместо обозначений декартовых координат х։, X,, х3 для 
удобства будем пользоваться обозначениями X, уу 2.

Затухающие по глубине граничащих полупространств решения полученных 
краевых задач, с учетом слабой нелинейности пьезокристалла, запишутся в 
виде
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4^.'.^)= 2}с/о„(^т)[ехр(-ту|>')-(у1у,)՛'՜ ехр(-/пУ!у)]х 

хехр(//и<р) + Л.с.
Г ( Р 1 (2-3)

''о(х.Л'Л^) = V, ехр(-ту^)- ехр(-ту^) х
т=1 [_ ^*2 )

хехр(«п<р) + Л.с.

м,0(х,л/Лг) = Х^п(Е.т)ехр(-ткау) ехр(/7иф) + к. с.

Фо^.Л/Л т) = Ху՜ т)[ехр(-ткау) +
«=։ еп

———ex.pl-тку)
£ +£

ехр(/тф)+Л.с (2-4)

ФоО)(^Л'Л'е) = £-^-^„(^т)х
лт=1 *-0 ՛ |

х ехр(тку) ехр(//л(р) + к. с
Потенциальные, затухающие по глубине полупространств сигнальные маг­

нитные поля не существуют. А это значит, что в данной среде невозможно 
возбуждать локализованное у поверхности раздела сред высокочастотное 
потенциальное магнитное поле. Однако из линейной теории электроупругости 
известно, что электрическое поле в пьезодиэлектрике индуцирует вихревое 
магнитное поле, определяющееся формулой [3]

эд> 
Э/

гог/7 = - 
с

Под индукцией £)0 понимается заданное значение £), определяемое из 
задачи электроупругости, вихревая часть магнитоупругого поля в акустоэ- 

лектрической задаче имеет порядок (у2/с^)х|УФ| и всегда пренебрежимо 

мала.
В соотношениях (2.3) и (2.4) использованы обозначения

(2.5)
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<р(лг,/) = кх — (М - фазовая функция.
В случае "электрически закрытой" границы (металлизированная поверх­

ность пьезоэлектрика) во внешней вакуумной среде отсутствует также элек­

трическое поле (т.е. Ф^(х,^,/,^,т) = 0), а внутри пьезодиэлектрика элек­
трическое поле описывается функцией

фоО>(^.Л'Л^) = Ег1^.,(^^[ехр(-/»аЛу)֊ехр(֊т^)]х 
лг»1 |

хехр(/т<р) + к с.
Во втором приближении волновые уравнения электромагнитоупругости по­

лучаются в виде

г Г 1 « I \ Э*//о г-Г 1Д[«|.։'1] = -2с11^-(с11-сМ)^+2Р^+Л["о.''о.«'оА]

^кл,] = -2с«^-(с1,-си)^ + 2р^-+Л[1/0,^,։%,Ф0]
(2.6)

„ г ■> Э2>Рп Э2ФЛ Э2^Л г 1
^Ь*'1.ф1] = -2С44^-2е15з^+2р-^-+Л["о.՝'о.«'<>,фо]

Г 1 Э”^.. Э"Фл Г 1Л [”'| • Ф1 ] = -2(?15 + 2е11 [«0 Л А]

(0)4[ф.(0)]=֊2^֊+лЬ(0).г0<«,Ф0<»>]

э2^
1=~2 +[ но> ՝'« ’ 1 (2-8)

(0)

Здесь Ьк [*] - линейные волновые операторы, а /\ [*] - нелинейные опе­
раторы.

На деформированной поверхности раздела двух сред у = 0 искомые ве­
личины волнового поля удовлетворяют неоднородным граничным условиям

^.+£и2!± 
Эх с, 2 Ъу

Оио Г 1—+ 5, [г/оЛо, >*-<>, ф0]

ди. Эр.
Э?

''о.%.фо.фо(°)] (2.9)

Эи-, ! е„ ЭФ, 

С44 ду
= 5,[»0,р0,>р(>,Ф0,Ф<)<'”]
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е„ Э՝у, ЭФ, е0 ЭФ,(0) 
£„ ду ду е„ ду

= 54кл0,н-0,Ф(1,Ф,(”]

ЭФ± ЭФ,10)
Эх Эх

ЭФ0 ЭФо(0) 
эС 8^ + В5[„0(<»,р0(0),Ф0,Ф0(<»]

(2.10)

1£п Э*, 
Но Эх

дш<о>^-=5б[„0<о>л<(<’>,%,%<«]

ЭЧ>, ЭУ,(0) эт„
Эх Эх ЭЕ,

7)Ш (0) (2.11)

здесь также Вж[*] - нелинейные операторы и выражения соответствующих 
слагаемых не приводятся из-за их громоздкости.

В практике обычно используются или рэлеевский электроулругий сигнал 

{7/о(х»Л^)> уо(х»/»^)» 0» Фо(х»лО}» или чисто сдвиговой электроулругий 

волновой сигнал {б, 0, ՝%(х,^,/), Ф0(х,>',/)} (волны Гуляева - Блюстей- 

на). В случае пьезокристалла класса бтт, в указанном срезе хОу, рэле­
евское волновое поле не электроактивное, то есть имеем

Мо(х,^,/)*О,

Ф„(х,л/) = 0,

^о(х,л')*0, №о(х,^,/) = 0

Фо“”(х,.м) = 0

%(х,Л/) = 0, Ч<мЫ = 0
Тогда, если в первом приближении имеется только одна рэлеевская вол­

на, в соотношениях (2.6) - (2.11), а также в следующих приближениях 

(т > 1) будем иметь:

^к,^.о.о]=г։<|)к.^], (* = 1,2) 

I7, к. ^.0,0] = О, (у = 3,4,5,6,7) 

в*к.^.о,о] = в։<')к,Р„], и = 1,2) 

5/к.Ч..0.0] = 0, (у = 3,4,5,6,7)

(2.12)

С учетом (2.12) из (2.7), (2.8) и (2.10), (2.11), очевидно, что начальное 
плоско-деформированное волновое поле не возбуждает высшие гармоники 
антиплоского электроулругого, а также магнитоупругого полей. Происходит 
только последовательное возбуждение высших гармоник чисто упругого 
плоско-деформированного волнового поля в плоскости изотропии пьезо­
кристалла хОу. Исследование данной задачи можно найти в работах [4,5].

В случае чисто сдвигового электроулругого волнового сигнала:
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«о(х>Л') = О>

%(*,л') = о,

‘'оСм'.'М

'^<о’(ал') = о
а И'0(.Г,Д',/), Ф0(х,_у,/) и Ф,/0)(х,_у,/) определяются соотношениями (2.4). 

Существует также пренебрежимо малое вихревое поле внутри и вне пьезопо­
лупространства. Тогда в уравнениях и граничных условиях имеем:

Л,(О,О,тр„,Ф„,Ф„(о)) = О

^(о,О,И'„>Фп,Ф„(й) = 5,<г)(м'т,Ф„,Ф„<0’)

В,(О,О,» ,Ф„,Ф„"”) = 0) X ’ ’ /и ’ /И ’ ТТ1 /

(2.13)

где также к = 1,2 и у = 3,4,5,6,7.
Генерация высших гармоник сдвиговой электроупругой волны происходит 

из-за самовоздействия волнового сигнала (первичной гармоники). Условие 
отсутствия вековых членов в решении, получается из граничных условий кра­
евой задачи электроупругости (2.7) и (2.10):

М|;с/е,т)=Л>0Л,^л) (2-14)

Учитывая, что первичным электроупругим полем обеспечивается выполне­

ние условия де1|л/у°|| = 0, из условия существования нетривиального реше­

ния получаем дифференциальное уравнение, описывающее характер измене­
ния амплитуд высших гармоник сдвиговой электроупругой волны

а№от1 + №от г = 0 для т > 1 и от.«, от.\ (2.15)

где - скорость изменения амплитуды волны (груп-

, •> е0 Гч 211'2 «
повая скорость), СС = Х՜----------- , ^ = ^[1 —ОС ] - скорость поверхностной

еи +ео
волны Гуляева - Блюстейна.

При падении линейного волнового сигнала, для комплексных амплитуд

гармоник входными условиями будут

Яе^О.о)]^, 1т[жо|(0,0)] = 0

М^гз(о,о)] = о, 1ш[^тг:(о,о)] = о
(2.16)

С учетом этого для комплексных амплитуд получаем
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= Л ехр(аог-^), 1т[)Г0,(^т)] = О
, . (2-17)

ИоЛ^х) = ° при т֊2
Затухающие по глубине граничащих полупространств антиплоское 

электроупругое поле получается в виде

м',(х,д',/Л'ч)=4)ехр(<^т-^ ооб(/х-оу)+а^1!——уя^кх-ш) хехр(-Агд՛) 
£п+ео

<^(ад'Л'։)=Т1Чв<г(ч>т-^ еср(-Асу)+֊^— «р(-*у) R-
4։ Ь Ь Ч+е11Ео+£п

(2.18)
4 е<р(-^')4-а^——ехр(-Лар) уяп(Хх-йу) 

?о+еч -1

^и(х,ЛЛ^'։)=—4,еср(ц։т-^еф(Л>’)[соб(А5г-С1у)->'яп((х-<1у)]
£о+еп

Очевидно, что возникает запаздывающая электроупругая волна, отстаю- 

3
щая из основного волнового сигнала фазой на ~К и неоднородность волны 

в глубь полупространств имеет иной характер по сравнению с основным вол­
новым сигналом (фиг. 1). Запаздывающая волна имеет максимальную ампли- 

л X
туду не на поверхности у = 0, а на глубине у =-----  для каждой волны

2ясх
длиной X.

фиг. 1

Из (2.13) следует, что в этом случае генерируется также плоско-деформи­
рованное волновое поле. Во первых, здесь возникает акустическое детекти­
рование (нераспространяющаяся волна), обусловленное взаимодействием 
гармоник электроулругой сдвиговой волны

"о|(х.Л'Л'1) = О

1'01 (х.-И.'Л*) = Д>:[4 ехр(-2а£у) 4- В, ехр(-2а<у)]
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где

Л, = 14-0Г-2

е,,2 1-g е„ ; 2тЦ,2
d.=4---------- “ , /V. =—г------

с,,еп 1 + ае0+ен 4 X
Локализованное у поверхности раздела у = 0 распространяющееся плос­

ко-деформированное поле (волна Рэлея) определяется из краевой задачи 
(2.6),(2.9) с учетом (2.13) и (2.18):

". т) = L [л,„"> exp(-»otAy) + A J2) ехр(-«Ау) +

+4„<J) ехр(-(л+а- 1)Лу) + Л,л<4) ехр((-/?а+а- 1)£у)] +

I+-

+£аУ ехр((/;а-а- 1)/у)ехр(/л<р) + А.с.

= Ё[51л0) ехр(-«аЛу) + В|л(2) ехр(-л*у)+ 
л=1

+5|л1” ёхр(-(п + а - 1)£у) + В,У ехр((-г/а + а -1 )А}’)] +

+ X ВУ ехр((/;а- а - l)ty) ехр(/>кр) + к с 
л=2

где выражения коэффициентов (ц, >eh;^jk»4оА) и

£j։) (^.%.зА,яод) не приводятся из-за их громоздкости.

Неоднородность плоско-деформированного волнового поля по глубине 
пьезополулространства образуется вследствие взаимодействия основных 

форм ехр(—аку) и ехр(—ку) первичного волнового сигнала.
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