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Применяется нетал б-убиоы-?д.<ер«ж~з по -{«хтрзмстягнным кООрд»»а'ам во-мпто:ич«См< 
метод»« ихтирмроииия по »ремени. Исследо*ш«о линейно» приближение для опрсдепе«»» 

параметров (имтенс^жуст» магнитного поля и параметр >.’е«:тро-ро»олности), при которых хрфект 
»•линейности будет »«читечным. Поеамно, что иелреры։«*« увеличение иитеисиемостм магнитно­
го поля имеет изме*аюшийся хамхтер шшянк» на -астогу юлебаний. Вмлалено, что для оягоння 
попей «оз-иоают чисто магхитнтне, не хииошие от упруги« сяойста материала. »*>:с«очастотнье 
ко,хбамия.

Подучены пороговые значения лараметрое. уотаноепеиы сменяй для учета нег.»»чйности и еыяо- 
дены упрешенные ураа-чния для яолебате.**иых мод О-ределены амллитуднр-мстотнье хараято- 
рмстики нелинейным «ободным «огибаний.

1. Исходные предположения и уравнения. Рассматривается нелинейно- 
упругая электропроводящая (с конечной электропроводностью G) круговая 

цилиндрическая оболочка (с радиусом кривизны R и толщины h) в продоль­

ном магнитном поле напряженности 5$.
Предполагается, что средняя поверхность оболочки отнесена к ортого­

нальной системе координат а, р, совпадающими с линиями кривизны по­

верхности, т.с. с прямолинейными образующими р = const и с направляю­

щими дугами а = const. Прямолинейная координата у направлена по нор­
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мали к срединной поверхности. В осесимметричной задаче все функции за­
висят. лишь от координаты ОС и времени / .

В основе исследования лежат следующие предположения и упрощения:
а) принимается гипотеза магнитоупругости тонких тел [1], согласно кото­

рой для отличной от нуля тангенциальной компоненты возбужденного в обо­
лочке электрического поля и нормальной компоненты магнитного поля имеет 
место соответственно

Л,=/(а,/) (1)

6) если X - длина полуволны изгибных упругих колебаний, то отношение 

X/ R считается малым в той степени, что становится приемлемым способ 
приведения общей трехмерной задачи путем магнитоупругости тонких тел к 
двумерной задаче введения пограничного слоя [1,2]. В силу такого предполо­
жения для внешней задачи получается следующая система уравнений:

17 Цда сдт )
( # 1 # \ <2>

0(/г*+/?“) = О, р = ут—ГЧТ
' 1' Эа с2 дг)

где Л* - значения тангенциальных компонент возбужденного магнитного поля 
на внешних поверхностях оболочки, С - электродинамическая постоянная 

(с=3-10’° с м/сек);
в) принимается гипотеза недеформируемых нормалей [3], в силу чего для 

компонент тензора деформаций имеем:

^=£1+7X1, *р=е2,
=0. ««, = 0. = 0

где, при отсутствии осевой силы (Та = 0) [4,5]

ту и7 Л
е'=- ’̂ е’ = я’ х'=-э^ (4)

а V - нормальное перемещение оболочки;
г) материал оболочки считается несжимаемым, т.е.

ет=“еа“ер (5)
д) направляющие тензоров напряжений и деформаций совпадают.
Это допущение с учетом (3) и (5) позволяет получить следующие прибли­

женные представления для напряжений [4]:
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е) между интенсивностью напряжений Т։ и интенсивностью деформаций 

Е, существует нелинейная связь в виде [5-7]

Т^аЕ^ЬЕ?

где тл, а и Ъ - постоянные, характеризующие материал оболочки, которые 
определяются из опыта при испытании материала на простое растяжение.

В рассматриваемом случае для интенсивности деформаций имеем [4,5]

Уравнения движения оболочки представим в виде [3,4,5]

(8)

(9)

ЭЛ/а 
да

Гр

(Ю)

где для внутреннего усилия 7^ и изгибающего момента имеем обычные 
представления:

Л/2 Л/2

Г» = ма= 

-Л/2 -Л/2
(11)

В (10) р£3 - компонента объемной силы электромагнитного происхожде­
ния, отнесенная к единице объема тела, р- плотность материала оболочки, 

поперечное усилие, иа- компонента тангенциального перемещения обо­

лочки. Производными по времени от пренебрегаем.
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Объемная сила электромагнитного происхождения, вызванная движением 
оболочки в магнитном поле определяется формулой [1,2]

ծՋ0 ծՋ0 Эм' В„( Д, ЭмЛ
рл։=------ е2------- ;——  ------ СЯ У+----- т-

с с2 3։ с Ա с Յէ յ
Уравнение внутренней задачи магнитоупругости имеет вид [1,2]

(12)

3/ /Հ - հ՜ 4ло( Во Эу 
հ с Ա + с Э/Эа 

Эу
Эа
4=0 
с Յէ

Из совместного рассмотрения уравнений движения оболочки (10) систем 
уравнений для внешней (2) и внутренней (13) задач, после серий преобразо­
ваний с учетом вышеприведенных формул и соотношений приходим к следу­
ющей системе исходных уравнений:

д2Ма 

да2
Т° 3 V 5о’аЛ Эш
„ =рЛ——+֊*4—— + ——у
R Յէ՜ с- Յէ с

Э2у 4тоЭу 2 _ 4каВ0 Э2ш 
да2 с2 Յւ с’ Յէ2

(14)

Исключая из системы (14) функцию 1|/ и введя безразмерные переменные

х=7’

получим уравнение для

(3 V Э2 1 Э
Ч7+И0Д Т7гЛ[И/]+Л1[И/1 + /.4[)7]+уо2֊֊Д[^] = 0 

յ օհ

где линейные операторы ձ,, Լ2 и имеют виды

(15)

(16)

г _,_±МГ г 
Կ X Ыэх2’^ 12^^Элг=,Лз

а ЬД - нелинейный оператор

Безразмерные параметры ц։ и Հ определены в виде

С , _ ՕԼ 
4лоа0Л ’ а2 (18)
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где а0 = характерная упругая скорость "звука", а Ьо = ■ ,------ - ско-
г -у4лр

рость Альфвена.
2. Свободные колебания оболочки. Рассмотрим свободные колебания 

оболочки при шарнирном опирании ее краев:

и/(о,^) = и;(1,^ = о
УК, Э;^| _ (19)
Эх= I՞0՜ дх: I”՛՜0

Для функции \|/ принимаем следующие граничные условия:

\|>(0,9 = у(1.$) = 0 (20)

Вследствие получим еще два дополнительных условия для

э4^, э-рк.Эх4 I"0՜ Эх4 1*՜'՜° (21)

Представляя решение задачи (16), (19), и (21) в виде

И,(х,^) = Т^фвШЛНХ (22)

и применяя обычную процедуру метода Галеркина для функции Л(^), полу­
чим уравнение

(23)

где

, , а, соЛ , а: а,
Н = Ноа^—, Г=Ъ֊■ т = а)0/ = —-С. “о=7Г— 

V аз ат ао " а2

2Л (тыИ7 1 (ппИV ( 1 ГппИV
а'=т+Ы’а1=1+^Ы’а։=ш+?Ы

к =
2-т'Г3 -+1 

^2
а3Г(?п+2)

Заметим, что (Оо является частотой свободных колебаний оболочки без 
магнитного поля и для линейного материала.

Очевидно, что эффект влияния нелинейности существенно зависит от сте­
пени затухания колебаний. При слабом затухании нелинейность сказывается 
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намного ярче, чем при сильном затухании.
Для выяснения этого вопроса сначала исследуем линейное приближение.

Приняв в уравнении (23) к = 0, имеем

(24)

Для идеального проводника |1 = 0. Тогда из (24) получим незатухающие 
колебания с частотой СО

/—;----- г , Ь՝ а,
<1>=Л/со;+со;, = <25)

Для непроводящего материала (|֊1 —> <») имеются незатухающие колеба- 

ния с частотой С0й. Исключая эти два крайних случая и представляя реше­

ние (25) в виде Г ~ ехр($т), получим характеристическое уравнение

(5+ ц)(^2 + 1) + 7*5 = 0 (26)

Корни уравнения зависят от знака △(ц,У2) , где

Д(цУ) = Ц4+^-(8-20у2-/)+(1 + у։)’ (27)

На фиг. 1 показаны области знаколостоянства А.

На линиях СА и СВ А = О и уравнение (26) имеет три вещественные 

корни ($։ <0, $2 = < О) .

В точке С(8, 3-Уз) 5] = 52 = = —Уз

Уравнения линий СА и СВ с большой точностью можно представить 
следующим образом:
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СА: ц = О.5У2 + 1,2

СВ: ц = 74у2-5

В заштрихованной области (△ < 0) все корни вещественны, отрицательны 

и разные. Вне этой области (Д>0) один корень вещественный отрицатель­
ный, а два других- комплексно сопряженные с отрицательными действитель­
ными частями.

Таким образом, существование колебаний зависит от степени проводи­
мости и величины магнитного поля.

На фиг. 2 представлены движения корней в комплексной плоскости 5 по 

мере возрастания V2 ( магнитного поля) от 0 до о*3. Точками В, С и А со­

ответствует значение V = 0 (отсутствие магнитного поля), а точкам Д, С։ и

- V2 —> оо (большие магнитные поля). Ветви ВВ} и СС, представляют ко­

лебательные движения, а отрезки АА} - безколебательные экспоненциаль­
ные затухания.

Как видно из фиг. 2, магнитное поле по-разному влияет на характеристи­
ки колебаний и это существенно зависит от степени проводимости |1.

Фиг. 1а представляет случай малых значений ц ("хороший проводник").
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Здесь возрастание V увеличивает частоту колебаний и одновременно усили­

вает затухание. При У —Ке$—>Ц/2. При Ц« 1 для всего диапазона 

изменения V вместо уравнения (24) для колебательных мод можно пользо­
ваться более простым уравнением

<1'Р 
с/г2 +

цу
1+у: Л +(1+у>=о (28)

Фиг. 26 представляет случай конечных Ц<ЗуЗ. Как видно, здесь магнит­
ное поле, возрастая, вначале уменьшает частоту, а затем резко начинает уве­
личивать ее.

Для слабых полей колебания можно описать упрощенным уравнением 

ЦУ г//'՜
1 + Ц2 Л

+ (1 + У՝)^ = 0 (29)

а для сильных полей- уравнением

</:Г с№ ,
—у+Ц—֊+УЛ' = 0 (30)
аг аг

Тогда при сильных полях частоту колебаний можно вычислить по упро­
щенной формуле

<0=^=0). = ֊^- (31)

Как частота, так и затухание колебаний при очень сильных полях, не за­
висят от упругих характеристик оболочки в силу того, что максвелловские 

напряжения намного превосходят упругих напряжений (У » 1).

На фиг. 2в представлен случай ц = 3-/3. Здесь характерным является по­

явление точки О, где встречаются псе три корня при У = 8 (точка С на 
фиг. 1). В окрестности этой точки имеются низкочастотные колебания с 
сильным затуханием. Для слабых полей можно также пользоваться уравнени­
ем (29), а для сильных полей • уравнением (30).

Фиг. 1д представляет случай больших значений ц ('плохой՜ проводник). 

При некотором значении У =У^, определяемого из уравнения С А (фиг. 1) 

колебания в системе исчезают, однако при значении У =У?, определяемого 

из уравнения СВ при том же значении Ц = Ц|, колебания снова возникают.
Таким образом, выяснено, что увеличение интенсивности магнитного поля 

в рамках принятой здесь «одели взаимодействия упругого и электромагнит­
ного полей, постоянно усиливая затухание, по-разному влияет на частоту ко­
лебаний. Критическое значение магнитного поля, превышение которого при- 
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водит к подавлению колебаний, определяется из условия V2 =8, откуда

(32)

Для реальных упругих материалов такая оценка точки неосуществима и 

поэтому ограничимся случаем только колебаний при V2 < 8.
Из вышеизложенного анализа линейного приближения следует, что эф­

фект нелинейности материала оболочки может быть ощутимым для "хоро­
ших" проводников (|1«1) при большом диапазоне изменения магнитного 
поля, а для "плохих" проводников - только при слабых полях. Критерием 

учета нелинейности может служить неравенство |1У" « 1.
На основании уравнений (23), (28), и (29) для нелинейных колебаний по­

лучим уравнения

/У2/7 х/С’—^+55֊+(1+\г)/г + Л|л|'’-|А = 0
от ах

где 8=ЦУ2(1 + У2) для "хороших" проводников и

8 = |1Лг(1 + |12) для "плохих" проводников.

Принимая

/7(т)= Л(т) СО5(т + ф(т))

(33)

(34)

и применяя известные асимптотические методы осреднения, для медленно 
меняющихся амплитуды и фазы колебаний получим [6,7]

б7ф рЛ՞*՜1
Л ~ /1+У2

(35)

где

я Г(/л+2)
Для частоты колебаний получим

2(14^՛ '
(36)



Мы рассмотрели наиболее простой случай граничных условий. При иных 
условиях, хотя и выкладки станут более трудоемкими, однако принципиаль­
ные оценки и качественные результаты останутся теми же.

Авторы благодарны за полезные замечания рецензента, который, в 
частности, обратил наше внимание на работу [8], где рассматривается вопрос 
распространения изгибных волн в идеально проводящей нелинейно-упругой 
(по модели Каудерера) пластинке.

Настоящее исследование выполнено по гранту INTAS-94-1210.
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