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ալի բների դեպքում սա արված է ն ախնական վիճակի ադդե րո։ թ յան նկարս։- 
դիրր սահքի ալիբի վրա։

A Տ AVETISYAN

INTLUENCE OF INITIAL ELECTROELASTIC STATE 
(GEOMETRICAL NONLINEARITY) ON SMALL 

AMPLITUDE WAVES PROPAGATION

Одним из важнейших проблем волновой физики является задана распро* 
странен»» ноли .малой амплитуды при наличии в теле постоянных (или пере
менных) электромагнптомсхаинчсского состояния Рапсе разными авторами 
[1—2] и др была развита линеаризованная теория электро.магннтоупругостн. 
где нечетко разделяются нелинейные эффекты по их происхождению, а так
же есть некоторые неточности в общих соотношениях нелинейной теории элск- 
тромапштоупру гости

На основе полученных в [3] основных уравнений нелинейной элек- 
троупругосгн пьезоэлектрического диэлектрика (о, =0) рассматри
вается распространение электроупругих поверхностных волн малой 
амплитуды в пьезодиэлектрике при наличии начального электроупру- 
гого состояния. При этом учитывается только геометрическая нели
нейность.

Пьезодиэлектрпческая среда занимает область |х։|<ос. |x2|<7i, 
|*յ| оо. где решаются уравнения движения упругой среды

'./.= 1.2.3; (1.1)
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и уравнения электрон агиетостатикн

^-=0. ^-0.
дх„ дхр

п, р— 1, 2. 3 (1.2)

в лагранжевой форме описания. Здесь /.„=0,,-. !ц -тензор термодина
мических напряжений Лагранжа, компоненты которого с учетом толь
ко геометрической нелинейности имеют вид [3,4]

. ди,„ дФ
Ь ,1 — С < t/r.n *■' t’in/i ‘Г Cm/л

дх„ дх„
дФ di։„ 
дх„ дх.

, /, 1 ? \ "«* О“-" ,,4֊ ( '-'/»«< л*.' : —'>ьт<֊4п1 )----------------- (13)
\ 2 / дх։ дх„

Лагранжевые индукции электрического и магнитного полей с уче
том конечных деформаций соответственно равны:

ди/ <)Ф 1. Зи» ди,
‘-'т—՝тп ~ *1՜ ^kt^rnn, “

дх/ дхп 2 дхп dxj

дФ ди,
-mr.lnrnt! - ~

дхп дх j

/ дип дир дин \ d'j
՝р^ ( . i1»«՜: “д Л JX‘

\ дх„ дхп dxi 'дх>
В,

di

(1.4)

(1 5)

В материальных соотношениях (1.3) — (1.5). а также в дальнейших 
в материальных соотношениях внешней среды мы пользуемся выра
жениями лагранжевых напряженностей электрического £*(л*/,О маг
нитного Н^х^) полей, которые с учетом конечных деформаций опи
сываются через градиент деформаций £/./ = $//+«../ и потенциалы со
ответствующих полей Ф(х/.г) и Ь(ХрГ)

дФ . ди, дФ
ZX/Л — — - — ImltiJ- .

дх։п dxj дхь

А/ - / ди1 п кг
Ип--- . 'mkij "Г Т (1.Ь)

ол*т дх j дхъ

В соотношениях (1.3). (1.6) тензор «геометрической стрикцни» 
имеет вид

Во внешней вакуумной области |х,|<^оо, |х,|]>Л, |х,|<^оо решаются 
уравнения электромагнетостатики для вакуума 

<?х» dxk
п. р 1. 2. 3 (1-7)

где индукции электрического Л)<г>(х,,Г) и магнитного полей в лагран
жевой форме описания выражаются через потенциалы этих внешних
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Полей Ф(±|(л*<.0 и 13- (л\,/) соответственно, а также через деформации 
точек поверхности раздела сред «^>(л,,./)=м>(л|.-?-Л.л-։./) |3]:

I ^Ф(±։ /(-;<?*՛ 1 у>Ф(±) <?//|А±։ с/Ф**’
I. ~дхг \ дхр ' дхт ) дхт " охк дх,,

I /ди\--А ди\ 1 д'^~' |
°| Ох,, \ дхр дх„/ дхт + ихТ~охр\ (1.8)

Естественно, что конечность деформации поверхности электро- 
упругой среды искажает («деформирует») нематериальную внешнюю 
среду, чем продиктованы выражения материальных уравнений (1.8) 
.Учет «деформаций» внешней вакуумной области особенно важно в 
задачах о распространении поверхностных электроупругих воли.

На границах раздела средх2= • /; удовлетворяется непрерывность 
тангенциальных компонент векторов напряженностей электрическо
го и магнитного полей

д 1> [ ди । дФ дФ(±>|
<’х,„ дх„ 1 ох, | дхк ох,„ |

д\> д'^ , ди, I дй ди' 1 I _
■-------------- — + ‘тИ1 —---------- г—֊ =0
дл„, дхт дх,1 дхк дхГГ1 ]

и нормальных компонент векторов индукций этих полей

(1.9)

Л)։=оа<ч > (1.10)

На иедефор ми рован пой границе раздела л*, 
кие напряжения должны равняться нулю:

■ Л термодинамичес-

£//«0 (1.11)

Очевидно, что учет «деформирования» внешней нематериальной 
области усложняет запись материальных соотношений внешней среды 
(1.8) и граничных условий (1.9), (1.10). Кроме этого, из приведенных 
соотношений следует, что посредством градиента деформаций Ь./ = 

квазистатистические электрическое и магнитное поля взаимо
связаны. Это значит, что если в пьезодиэлектрическую среду излучать 
электроупругую волну конечной амплитуды, то в среде индуцируется 
также магнитное поле.

Наряду с граничными условиями (1.9) —(111) для локализован
ных у поверхности раздела волн должны удовлетворяться также 
условия затухания по глубине полупространств всех волновых харак
теристик

2. Переход гела из начального электромагнитоупругого состояния 
в состояние в данный момент времени, осуществляется путем сообще
ния системе дополнительных возмущений. Тогда все величины можно 
представить в виде суммы В общем случае порядок возмущений 
I по отношению к величинам, характеризующим начальное состояние 
/°, может быть произвольным. Однако, при возбуждении воли малой 
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амплитуды возмущения по величине намного меньше величины основ
ного начального состояния |/|<|/ |. что позволяет разложить все 
величины, характеризующие текущее электромагнитоупругое состоя
ние в окрестности начального состояния в ряд Тейлора и ограничиться 
в этом ряду членами первой степени относительно возмущений /. Учи
тывая, что начальное электромагнитоупругое состояние определяется 
по вышеизложенной нелинейной краевой задаче электромагнитоупру- 
гости (1.1)—(I II), а также пренебрегая нелинейные по возмущениям 
слагаемые (малые высшего порядка) получим линеаризованные соот
ношения электро.магпитбупругости для ограниченных пьезодиэлектри
ческих сред в виде соотношений классического пьезоэффекта:

<i==^Чтк^т к &mi/Ф,т (2.1)

4'гл»»Ф,А

^т'== /ч/паФ »A (2 2)

(2.3)

Вin==b mi fU-t ,i |1Л1А?’А

(2.4)

(2.5)

где приведенные коэффициенты определяются по начальному электро- 
упругому состоянию:

С4* k 4’G/ATW„ t 4_'*/*n^/iATw д,

4“'’7/ч^А։лФо,А» ~ ^л։И/Фо.Л

Cmi! *= j l։'А/пл;/тФо n 4՜ CmilU j j 

= j. *1 Imnt »W

^»-«JWi ‘«&)l

ь՝^, = ?w4y-W4‘?l

fy?, <2-8>

В линеаризованных материальных уравнениях (2.1)—(2.5) очевидна 
братимость вводимого начальным состоянием пьезоэффекта. Кроме 
того, сохраняется симметрия тензоров приведенных физических пос
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тоянных (2.6). Из материальных соотношений (2.4) и (2.5) также 
следует, что при наличии начального электромагнитоупругого состоя
ния возбужденное электроупругое поле в пьезодиэлектрике сопровож 
дается магнитными колебаниями. При исследовании распространения 
волн малой амплитуды в предварительно напряженном пьезодиэлек
трике нужно пользоваться уравнениями электромагнитоупругости (1.1). 
(1.2), (1.7). (1.9)-(1.11) и линеаризированными материальными со
отношениями (2.1)-(2.5) с учетом приведенных физических постоянных 
(2-6)

3. Рассмотрим распространение высокочастотных электроунругих 
волн в пьезоднэлектрическом слое из пьезокристалла класса втт, 
главная ось симметрии которого параллельна оси С учетом струк
тур тензоров электроупругих постоянных пьезокристалла класса 6/л/п

сп 6'13 0 0 0 0 0

‘п Сц 0 0 0 0 0 е.1

*0.1 еи 0 0 0 0 0 «и
0 0 0 с« 0 0 0 £15 0

0 0 0 0 <•« 0 е» 0 0

0 0 0 0 0 Г«« 0 0 0 (3.1)

0 0 0 0 еч 0 ’»« 0 0

0 0 0 е» 0 0 0 £п 0

«п езз 0 0 0 0 0

из (2.6) получается, что естественная анизотропия пьезокристалла не 
изменяется, если начальное электроупругое состояние образуется 
только из начальных удлинений и®,. и^г и поперечного электри
ческого поля Фо з. В этом случае компоненты тензоров электромехани
ческих постоянных изменяются количественно, а нулевые компоненты 
остаются нулями. Такого рода начальное электроупругое состояние 
можно создавать как посредством внешнего поперечного электриче
ского поля (0.0, Ео), так и посредством внешнего всестороннего дав
ления (о',1,, 7®?« Ззз» 0, 0, 0). В этом случае естественная анизотропия пре
терпевает количественное изменение и влияние такого рода измене
ния будет рассматриваться ниже.

13 случае же начального электрического поля (Ею. Е20, 0) или 
начальных сдвигов (0, 0. 0. з®,. о?2) возникают ранее несуществующие
электромеханические постоянные. Это приводит к связке плоского и 
антиплоского деформационных полей, хотя и приведенные электро
механические постоянные по порядку намного малы от естественных 
постоянных. Исследование проблемы распространения волн малой 
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амплитуды совпадает со случаем пьезодиэлектрнка с обшей анизотро
пией, когда плоское и антиплоское поля связаны.

Рассмотрим равновесное начальное электроупругое состояние 
пьезодпэлектрического слоя, находящегося под действием внешнего 
параллельного к серединой плоскости слоя х,зхэ электрического поля 
(0. 0. Яо); Из граничных условий на свободных от механических на
грузок поверхностях л2 А имеем

0^=0, о^О. 5^=0 (3.2)

Начальное электроупругое состояние существенно зависит также от 
краевых условий на боковых поверхностях л‘։=±оо и -ос слоя. В 
зависимости от краевых условий на боковых поверхностях, слой будет 
находиться в разных однородных напряженно-деформированных сос
тояниях:

а) боковые поверхности х,= оф и х3— • о© механически свобод
ны. Тогда 5®։=0, 533=0, о-(։=0. а остальные компоненты электроме
ханического поля равны

ц0 — м0 „0
’’’

О?=О«=0, О;=(’1։(«“ (3.3)

б) боковые края ,г։-= ос свободны, а края д*3= оо закреплены. 
Тогда ы53=О, о?։=0 и начальное электроупругое поле описывается 
ненулевыми компонентами

и°,= - , „о

и’,=«5.= п ('>*)• аи=2сп“|.1 (3.4)

£>»=О«=0.

в) боковые края ■<,= .- оо свободны, а края х,= оо закреплены. 
Тогда «°,=С. °м=0 и начальное электроупругое поле описывается
ненулевыми компонентами

•?1 ~^п^е,2 ^։змзаТВ3։£0

+еи«53--.з։/'։,

(3.5)
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Приведенные начальные состояния отличаются тем, что существуют 
только начальные удлинения и параллельное к серединной поверхнос
ти слоя электрическое поле. Очевидно, что аналогичное начальное 
электроупругое состояние можно получить посредством гидростати
ческого ИЛИ ЧЭСТИЧНОГО ДаВЛСНИЯ, (КОГДЗ ХОТЯ бы 
одна боковая поверхность свободна от механической нагрузки). Не
обходимо отметить и то, что здесь приведены только случаи однород
ного начального электроупругого состояния.

Будем рассматривать распространение высокочастотных (корот
ких) электррупругих волн малой амплитуды в случае 6). Тогда при
веденные коэффициенты по (2.6) с учетом (3.4) равны

С|А«С|Л(1 г2<։). /<=1.2, 3;

Сц( ։ + *2

'эз^о 

22г=-։։=-п« :зз=:из(

|г=*й (з.б)

Следовательно, уравнения плоской деформации не изменяются и 
волны Рэлея описываются постоянными сц вместо коэффициентов сц. 
В задаче сдвиговых поверхностных волн имеем

Э1 IV'
е։1ДФ=о-—

7։5ДЮ'—1пАф=зО (3 7)

в пьезодиэлектрике |л*։|<7/ и

«оДФЧОЙ"-. (3-8)
дх1

во внешней вакуумной области |х2|^>А.
На поверхностях раздела сред л'։=±Л удовлетворяются условия

д\У - дф
0, ф=ф'±»

֊ д№ 
ег. —֊ 

ах3 дх.
(3.9)

,. ։ д №<±>

Получается, что в этом случае поверхностная сдвиговая электро- 
упругая волна распространяется медленнее, чем волна Гуляева-Блю- 
стейна. Глубина проникновения волны уменьшается. Во внеш
нюю область проникает воздействие распространяющейся внутри пьезо- 
диэлектрической среды упругой сдвиговой волны.
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Изменение скорости зависит от начального электрического поля 
через параметр

,)„ИО . 0.5»
cu+cn

При значении начального электрического поля £б=10։с В/м имеем 
»]== 10՜4, что допустимо в теории конечных деформаций.

Аналогичное количественное изменение претерпевает также ско
рость распространения волн Рэлея.
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