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THE QUAS1ADIABAT1CALL REGIME OF WAVE PROPAGATION 
IN GAS-BUBBLES -MIXTURE

Исследуется влияние межфазного теплообмена па режим распростране­
ния полны при термодинамическом поведении газа п пузырьке, отличающемся, 
хотя и нс намного, от адиабатического Выведено линейное уравнение типа 
Буссинеска, факторизация которого приводит к полному его совпадению с 
линейной частью нелинейного эволюционного уравнения, полученного ранее 
автором. Тем самым, обосновывается корректность применения метода корот­
ких волн к исследованию волновых процессов в газожидкостной смеси Полу­
чены явные виды зависимостей тепловых составляющих коэффициента дис­
сипации от теплофнзичсских параметров смеси

В рамках механики сплошной среды модель газожидкостной сме­
си. наиболее полно описывающей различного рода межфазные взаимо­
действия и механизмы диссипации, предложена в [I. 2] Затухание 
колебаний газового пузырька за счет эффектов вязкости и теплопро­
водности исследовано в [3]. а за счет межфазного теплообмена—в 
[I. 5]. Результаты экспериментов и численных исследований, приве­
денные соответственно в [6. 7] и [8, 9]. впервые свидетельствовали, 
что в ряде случаев главным механизмом диссипации может явиться 
межфазный теплообмен между пузырьками и жидкостью. В [10] раз­
личаются промежуточные квазиизотермический и квазнадиабатиче- 
ский режимы распространения слабых волн, описываемыми нелиней­
ными эволюционными уравнениями, полученными методом [II] корот­
ких волн В настоящей работе числовые данные, следуемые из выве­
денных формул, хорошо согласуются с результатами известных [12] 
экспериментов по выявлению зависимости фазовой скорости волны от 
ее частоты.
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/. Исходные уравнения. Рассмотрим бесстолкновительную моно- 
дисперсную газожидкостную смесь, в которой отсутствуют процессы 
дробления, слипания и образования новых пузырьков. Систему одно­
мерных уравнений, описывающую одиоскоростное течение рассматри­
ваемой смеси с учетом эффекта вязкости, сжимаемости жидкости и 
межфазного теплообмена, возьмем в виде [I]

др др ди „ <1 д д
— -Ь«-/--гй-----—0, — =__ +к— (1.1)
д։ дх дх сП д1 дх

———=сопМ, о:/?։=соп։1. Р-.—с;.т(7— 1 )р,7՝, (1.4)
М>-₽)

Р=Р,( !-?)+₽,₽. (1-5)

+ 3(*-№ (Г,֊Т„)=0 (1.6)
а/ си

Р1Т-^_ 1--------- т — 1\-Т„ (1.7)
1 ’ <И 3 1-? \Л(/ R' )

ч>,-( Iл?1'3-?) (1 -?). (1,5Р՛«֊ 1,з?);(I -?)

Здесь индексы I и 2 отнесены соответственно к параметрам жил­
кой и газовой фаз; параметры, отнесенные ко всей смеси в целом, 
индексов не имеют; о—плотность, Р—давление. R—радиус пузырька, 
/—температура, р—объемное газосодержание, у—показатель адиаба­
ты газа. сг.ч—удельная теплоемкость при постоянном объеме. /1*2 и 
ц—коэффициенты теплопроводности и вязкости, Ми—число Нуссельта, 
поправочные коэффициенты «?։ и учитывают неодиночность пузырька 
в смеси. В принимаемой модели смеси полагается, что отсутствуют 
внешние источники тепла и. поскольку масса жидкой фазы и величины 
ее теплоемкостей подавляюще превосходят те же характеристики 
газовой фазы, температура несущей жидкости принимается постоян­
ной (Т։ -■ Г0—сопз1).

Предположим, что при возмущении смеси величины избыточных 
параметров течения малы (/=1,2).

и=га„и', Р—Р0(1-1-։Р'). + Р“Ро(1+«')

Р.-МП֊«??. ?-₽<,(!+«?'). Я—Яо(1+'Я') (1.8)

Л = 7՝о(1 +'Г). $,=.«,«( 1-«5?

Здесь индекс 0 отнесен к невозмущенному состоянию смеси, явля­
ющемуся состоянием покоя, е—безразмерный малый параметр, а 
скорость звука в смеси. Линеаризация уравнения (1.7) показывает, что
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в рассматриваемом приближении .$^=0. Поэтому, разлагая функцию 
состояния /,| = /Э| в ряд Тейлора в окрестности состояния локаль­
ного термодинамического равновесия жидкой фазы и ограничиваясь 
линейными членами, будем иметь

Комбинируя последнюю формулу с линейными соотношениями, 
получаемыми, согласно (1.8), из алгебраических соотношений (1.4) я 
(1.5), получим

Р' ֊ (1 ֊ 30)р։Т < 1 -?о)Р։ №• ^=֊3/?'
(1.9)

Р / Р \/<=Т'-3/?', р' _Ц֊(Р'_рог)-ЗМ I-------- °-)Р'
р>о“к» \ Рю^о/

Линеаризуя уравнения (1.1) и (1.2). придем к системе, из которой 
путем последовательного исключения возмущения скорости и', а за­
тем и избыточной плотности р' посредством последнего соотношения 
из (1.9) выводится уравнение

л р,„а;оу <?«/?- 4
др р0 дх1 Ро /\ др 3 дМх՝)

(1.Ю)
4 р &Р' / д՝Т'__ 4 д' Т' \
3 р0 д1дх՝ ° \ дР 3 р0 д/дх')

Линеаризация уравнения Рэлея-Лэмба (1.3) и его последующее 
комбинирование с третьим соотношением из (1.9) лает

п- 1 т< (1-?н>)Рю(?2 4 |֊ др՛
” 3 1 ' ЗР, дР 3 Р„ а1 (111)

Если же линеаризовать уравнение (1.6) и затем использовать 
четвертое соотношение՜ из (1.9), то будем иметь

(1.12)

Здесь /.2—коэффициент температуропроводности. ср<>—удельная 
теплоемкость газа при постоянном давлении.

2 Квазиадиабатический режим. Далее будет исследоваться вол­
новой режим, в котором термодинамическое поведение газа в пузырь­
ках. хотя и ненамного, но отличается от адиабатического. В работах 
[1,4, 5,9] для удобства исследований введены в рассмотрение безраз­
мерное число Пекле и показано, что в исследуемом режиме числа 
Пекле и Нуссельта велики, при этом имеет место важная оценка

— 1^-2____ (2.1)
Ре Ре-б/ Ре+12
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Приведенная оценка характеризует именно квазиадиабатическнй 
режим, Ре—число Пекле, определяемое формулой

Ре= ——

Здесь ШаГ—адиабатическая резонансная частота Мнннаерта. Сис­
тема уравнений (1.10) — (1.12) является замкнутой и полностью опи­
сывает различные режимы распространений волн малых, но конечных 
амплитуд. Она отличается от системы, исследованной ранее другими 
авторами, наличием в уравнениях слагаемых, ответственных за описа­
ние эффекта межфазного теплообмена. Решение системы будем ис­
кать в виде бегущих волн, характеризуемыми волновым числом А' и 
частотой ы

Р=Рфехр(/(Ллг—ш/)], Р= Р*ехр[/(Ал —ш/)). 7- 7*ехр|/(Ал*—ш/)]
Здесь и далее штрихи над возмущениями параметров течения опуска­
ются.

Условие существования ненулевых решений для системы однород­
ных уравнений относительно амплитуд Р*, Р#, 7* и использование 
характерной оценки (2.1) позволяет получить дисперсионное уравне­
ние

ЗЫн о2 

г с

4 ... Г/4 И Р°а/» . 3’Ыиш«' РовА,\ ,
3 Ро‘" ՛ 1\3 ~.Р„ р1оа’о + Ре

_ .ш, 1/ ։_ РХ, Л=о
Р.оа?о Ро /

Здесь аео и а/0—значения адиабатической и изотермической ско­
ростей звука в смеси в состоянии покоя, определяемые формулами 
[2.7]

I в ( 1 Ро).0« I РоРо _ 1 т ( 1 Ро)рр ■ ^оРо
% Р10а?0 тР0 аео Р»0а10 Рв

При выводе уравнения (2.2) пренебрежено, как обычно, взаимным 
воздействием друг на друга эффектов вязкости, дисперсии и межфаз­
ного теплообмена. В отсутствие теплообмена (Ре-»֊оо) и вязкости 
дисперсионному уравнению (2.2) соответствует дифференциальное 
уравнение, называемое двухволновым [7], которое описывает чисто 
адиабатический волновой режим. Поскольку величине <о соответствует 
оператор а к—оператор (—1д/дх).постольку из (2.2) можно вос­
становить линейное уравнение, описывающее поведение избыточного 
давления
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, /д-Р , д-р I д / д'Р . д'Р \ д'Р
\д:' а,° дх'}д1\дР а'‘ дх’Г*' дР

; _д<Р_ . 1 / ^'Р №>•> ,,
'' дРдх' '■1„а'„дР\д1' ~и՜ ах'," (2՝3)

I1 ₽.><։?„ 3;К'11 >Ч„ роа?Я ,=1.4 1-г я..= ...     1 г —____________ _
з -,р,,!>иагю • Ре р10«;0

_,՝ , ,՝ ? _ 4 !' Л ?»а/" \ ; а/о
:‘+'т։ * з-тД1"՜?^’ ’т“"рГ^Гш՞'

ЗКи а;„ ЗКи I ₽„!>,«’„ I

I = !-?■<>

Если пренебречь эффектами дисперсии, диссипации и сжимаемости, 
то (2.3) переходит в волновое уравнение с характеристической ско­
ростью л/о, описывающей перемещение волнового профиля, в котором 
производные по ( и д- связаны равенствами

а .
—- = ± «/о —֊
д1 дх

(2.4)

Здесь верхний и нижний знаки соответствуют волнам, распростра­
няющимся. соответственно, вдоль положительной и отрицательной оси 
л. Примем, что в исследуемом волновом режиме равенства (2.4) вы­
полняются приближенно. Использование взятой с нижним знаком свя­
зи (2.4) в диссипативных слагаемых, ответственных за описание эф­
фектов теплообмена и вязкости, позволяет провести однократное ин­
тегрирование уравнения (2.3) и записать его в виде

а’Р ։ д՝р 1 р0Р„, д' (д'Р д՝р\
дР'^^дх' Р„,а;о д։' \ дР р„ дх' /

д'Р дР 
(2.5)

а1.\ 3(7-рМи (1֊;ша;„ I

Если теперь факторизовать посредством связи (2.4) уравнение 
(2.5). то есть выделить из него уравнение, описывающее распростра­
нение волны вдоль, например, отрицательного направления оси л՛, то 
получим

ар 
а/

дР I /։ . 2 2 д'Р (2 58)
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Необходимо подчеркнуть, что пренебрежение в уравнении (2.2) 
тепловой составляющей третьего слагаемого в сравнении с составляю­
щими первого слагаемого приводит к ограничению

аг «*.г( 1 -<?ю)

на величину частот волн, реализуемых в смеси. Здесь ш,,—изотерми­
ческая резонансная частота Миинаерта В этом случае такому дис­
персионному уравнению будет соответствовать дифференциальное 
уравнение (2.5«) с от=хт=(), которое полностью совпадает с линейной 
частью нелинейного эволюционного уравнения, выведенного в [10] 
методом коротких волн [II] и записанного в размерных переменных. 
Чем самым, доказана обоснованность применения указанного метода 
к исследованию задач волновой динамики газожидкостной смеси. Та­
ким образом, приходим к выводу, что уравнение коротких волн при­
годно для описания длинноволнового движения с частотами, меньши­
ми приведенной изотермической резонансной частоты Миинаерта <•>*,.

При частотах «£>»% в уравнении (2.2) первое слагаемое прене­
брежимо мало в сравнении с тепловыми составляющими третьего 
слагаемого Тогда в уравнении (2.5а) формально можно полагать-0 
с тем самым, получить линейный вариант уравнения Бюргерса-Карте- 
вега—де Вриза.

Наконец, если то необходимо пользоваться полным урав­
нением (2.3) и эволюционным уравнением (2.5а).

Отметим, что при адиабатическом режиме вследствие отсутствия 
теплообмена (Ре • оо. х’ = 0) вышеприведенных ограничений на час­
тоту нет.

Подчеркнем также, что использование равенства (2.4) для упроще­
ния диссипативных слагаемых уравнения (2.3) правомерно лишь в 
случае, когда влияние диссипации на эволюцию волны мало, озна­
чающее, что на расстояниях порядка длины волны и в течении вре­
мени порядка ее периода профиль волны должен деформироваться 
мало и ее амплитуда должна затухать слабо.

Перейдем к исследованию зависимости фазовой скорости волны 
от задаваемой частоты. С этой целью перепишем дисперсионное урав­
нение (2.2) в виде

а х2—аг’ — /г( I —/>г’) 
хг — ог*—:г( I — г2)

(2.6)

«• а֊„ _ 3!% ------- _ а’о ?0а’о
''' в’О Г ''
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Чтобы иметь количественные представления о порядках величии 
коэффициентов диссипации 6. а, и в табл. 1 приведены некото­
рые числовые данные по этим коэффициентам, вычисленные для смеси 
вода-воздух. Видно, что с увеличением радиуса пузырька происходит 
убывание величины х։ и характеризующих теплообмен. Этот факт 
объясняется тем. что для достаточно крупных пузырьков (в водо-воз­
душной смеси 10 ։м) время тепловой релаксации начинает на­
много превосходить период пульсации пузырька и от того тепло начи-

Тчб.шца I

0,1 МПа ?о=2 • 10 аео— 640М С а/о - 731 М/С

Ко. м 3

5,5 • 10-' 0.7555 0,2340 0,5369 0.7001

Ы • НН 0.4894 0.1516 0.3477 0.4537

3 • 10-* 0,2599 0.0806 0,1914 0.2498

5 • 10- « 0.2048 0.0614 0,1542 0.2012

7 - 10֊ < 0,1822 0.0529 0.1216 0,1587

нает передаваться в пузырек или отдаваться им в течении бесконечно 
большого промежутка времени в сравнении с периодом пульсации. 
Именно потому влияние межфазного теплообмена в общем механизме 
диссипации начинает убывать и режим колебания пузырька становит­
ся практически адиабатическим.

Дисперсионное соотношение (2.6) является комплексным и пото­
му отношение к/ы также будет комплексным. Будем считать частоту 
(о действительной величиной, а волновое число к—комплексной: 
Л=-Л։-|-/Л։. Тогда искомо? решение принимает вид

Р=Рфсхр( - Лалг)ехр|/(/г։х ~ШОЬ £։>0
и фазовая скорость ср>п являющаяся скоростью перемещения фазы 
волны, определится как

_ Ие(ш) _ ш
""' 1?е(А) *, ՛ с,»

Здесь функция / должна определиться из уравнения (2.6), откуда 
после отделения действительной и мнимой частей получим

_£ (х,-гг*)(^-^г1) + г1(1-2,)(1- Аг1) (
<ул ~ 2 (х,—>г։)Ч-г1(1-г,)։ 1

(2.7)
+ ]/,.. I г(1-г*)(«,-«г‘) -г( 1-»г1)(х,-Зг1) 1’ I
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Варьируя эффектами диссипации, будем иметь различные выраже­
ния для фазовой скорости. В отсутствие всех видов диссипации

(у1 = /2 --։=''в0) имеем

РЛ \—Ьгг (2.8)

Отсюда видно, что при г —1 (ш—ш^) происходит вырождение бе­
гущей волны в стоячую, поскольку с'рл—>0. При с—о© (ш—о©) будем 

иметь о*—«։о| . Если же ш —где критическое значение

частоты равно

то получим Г/»Л—ос. Последний факт свидетельствует, чго значение 
г{ Г>։л'Ро является особым для формулы (2.8). Интервал
частот <”^<^‘'»<^<0^ явлке ся диапазоном непрозрачности для волны.

В отсутствие эффектов вязкости (а = 6=0) формула (2.7) упро­
щается и принимает вид

1 V, 1-с’( !-.։’)( 1-»-’) | 
с’„,= 2 ^+.-’( 1—с')։ 1՛ '

I I »,«. 2*(1 г‘)(1 *֊’’) I I

Полученная формула подчеркивает важность учета межфазного 
теплообмена, приводящего к устранению особенности и позволяюще­
го получить непрерывную зависимость фазовой скорости ол от частоты 
со. Видно также, что указанный эффект не позволяет выродиться бе­
гущей волне в стоячую, гак как срЛ =/=0. 11роисходит также устране­
ние диапазона непрозрачности, посколькусрп во всем диапазоне реа­
лизуемых частот является уже действительной величиной.

.֊Аналогичные выводы можно сделать и в случае отсутствия тепло­
обмена (х| = 0) при анализе варианта формулы (2.7), соответствующе­
го чисто адиабатическому режиму Нетрудно убедиться, что тогда при 
2->0 будем иметь значение СрЬ—а/о, которое следует также из форму­
лы (2.8). Таким образом, при низкочастотных звуковых сигналах эф­
фект вязкости не оказывает сколь-нибудь существенного влияния на 
величину фазовой скорости волны.

С другой стороны, необходимо отметить тот важный факт, что при 
£֊■֊() из формул (2.7) и (2.9) следует Срн-*ае,„ то есть именно изо­
термическая скорость звука в смеси представляет собой скорость рас­
пространения предельно низкочастотного звукового сигнала. Таким 
образом, межфазный теплообмен оказывает существенное влияние на 
величину фазовой скорости волны.
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Наконец, выясним вопрос о мере погрешности, вносимым равен­
ством (2.4) при его использовании в диссипативных слагаемых точ­
ного уравнения (2.3). Приближенному дифференциальному уравнению 
(2.5) соответствует дисперсионное уравнение

'ии>։ 2(1 — г*) —Лг2(о — ։) (2.9)

Полученное уравнение, в отличие от (2.6), является приближен­
ным и потому следует ожидать, что оно не охватывает весь спектр 
реализуемых частот. Действительно, анализ выделенной из (2.9) фор­
мулы частотной зависимости фазовой скорости показывает, что при 
2->0 будем иметь -*0, в то время, как в отсутствие эффектов дис­
сипации Сна •а/,,. Таким образом, при распространении сигнала при 
ближение (2.9) непригодно в расчете фазовой скорости при очень ма­
лых значениях частот, а уравнение (2.5) не может описать поведение 
сверхдлинных волн давления.

В заключение проведем сравнение результатов излагаемой теории 
с известными [12] экспериментальными данными по частотной зави­
симости фазовой скорости. Эксперименты проводились в водо-воздуш­
ной смеси с пузырьками, измеренные размеры большинства которых 
имели диаметры 0,011 см и для которых резонансная частота /,„=лв,/2?: 
равна приблизительно 60 кгц. Значения газосодержаний 0О равнялись 
(20±0,5) • 10 4 Согласно работе автора [5]. режим распространения 
звуковых сигналов в такой смеси является типично квазиадиабати- 
ческим и потому использование изложенной теории в объединении 
результатов экспериментов вполне обосновано и корректно. В табл. 2 
приведены некоторые числовые данные по величине фазовой скорости, 
рассчитанные по формуле (2.7) и снятые с экспериментальной кривой, 
приведенной в [2. 12]. Согласование теоретических (Срл) и экспери­
ментальных (сдЛ) значений является хорошим.

Таблица 2
Р6=0,1МПа;

/?„5.5- 10 5;

Ъ 0.755;

,\.=2

* 0,234; /.։ 0.537; -/., 0.700

а/,, 731ы с10-4, ае,> 640м с,

- / 27.К|Ц
м

СрА»
м

Срп՝ с -
Ю

1 2- <7>л СРЛ

0 0 640 — 2.051 126 2501 2350

0.244 15 636 600 2.238 138 2325 2300

0.488 30 605 650 2.438 150 2035 2100

0,731 45 494 750 2.682 165 1894 1950

1 61 740 850 2.926 180 1334 1800

1.222 75 2585 1450 3,169 195 1749 1750

1.467 90 3377 1750 3.901 240 1641 1650

1.711 105 3236 2200 4.889 300 1560 —

1.955
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