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Для решения задачи распространения волн в термоупругой цилиндрической оболочке, напол
ненной идеальной жидкостью, рассмотрены системы оболочка-жидкость и оболочка-температура, 
для которых получены выражения скорости распространения волны. Обобщена формула Жуковско
го на случай температурного поля.

1. Рассматривается распространение осесимметричных волн бесконечно 
длинной изотропной цилиндрической оболочки (с радиусом R, плотностью 

р, толщиной И, модулем Юнга Е), наполненной идеальной жидкостью с 

плотностью р0. Предполагается, что колебания цилиндра сопровождаются 
выделением теплоты, что, в свою очередь, создает тепловые напряжения 
(тепловая связанная задача).

Пусть температурное поле в оболочке изменяется по следующему закону [1]:

Т = 0, + Z0,

Уравнения движения оболочки имеют вид [2]

ЭТ, Ց2ս 
э7=р"э^
Эх2 R “Эх2 р,Э/2 

(1.1)

(1.2)
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где Р - давление жидкости, 7\, Т2 - усилия, - изгибающий момент, То - 
начальное усилие срединной поверхности оболочки, и, № - перемещения 
срединной поверхности.

Принимая во внимание (1.1), уравнения теплопроводности будут иметь 
следующий вид [3,4]:

Э0. Э20, 2к' „ д2и 1 Эн*
+ Т|7 и-------Л dxdt R dt = 0

Э02 Э’О, Г12? 6к' 1 Э’ж 
dt Х Эх2 +|_ Л2 + c,p/։]®2 ПХЭх2Э/

(1.3)

= 0

где X • коэффициент температуропроводности, к - коэффициент теплооб-

ЗХ+2Ц
мена поверхности тела, С - удельная теплоемкость, Т1 =------------(Х7 , СС -

Р
коэффициент температурного расширения, А., Ц - коэффициенты Лямэ. 

Двумерное уравнение движения жидкости и выражение для давления из
вестно из [5]

Дф = 0
„ 9<р

Ро dt
(1.4)

г, а2 1 а а2
где (р - функция потенциала, △ = + —— + т-г - оператор Лапласа.

ог г иг ох
Граничное условие на внутренней поверхности цилиндра будет

Э(р| Эи>

Решение уравнения (1.2)-( 1.5) ищется в виде

и = A exp i(cof - кх)

w= В exp i(a>t - кх)

О, =С, exp i(,u>t - кх)

02 = С2 exp i(<xit - кх)

где СО ■ частота, к - волновое число. А, В, С,, С2 - неизвестные постоян
ные.

Учитывая граничное условие (1.5) из (1.4) и (1.6), для давления получаем 
следующее выражение:
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, ГЛкЯ) . .
/’ = р»Вш (1.7)

где 10(кН), 1}(кК) - функции Бесселя [6].
Учитывая закон Дюамеля-Неймана [1], гипотезу Кирхгофа-Лява [2], а так

же выражение для давления (1.7), в уравнениях (1.2) усилия Т} и Т2, изгиба

ющий момент выражая через компоненты перемещений, получим систе
му

ЕЙ Г Э2Ц 

эх2

V Эи’ . . Э0,1 д2и
7э7-а(1+'М-рлэ?г о

Э2» ЕЛ’ Э4» ЕЛ’а э2ег ЕЛ Г V 
р%2 + 12(1-4?) Эх4 + 12(1-у) Эх2 + /?(1-у2)1/? +

+у)]-г° I?՜ р^“2 ^^схр ‘{ш1 -кх}=°

где V - коэффициент Пуассона.
Таким образом, для решения данной задачи необходимо решить системы 

(1.3), (1.8). Ив-ал громаадлвлти диоплряионнаго урлнняния швагога порядил 
относительно частоты оно не приводится, а его анализ можно провести толь
ко численно, поэтому здесь довольствуемся только частными случаями.

2. Рассмотрим систему оболочка-жидкость, предполагая отсутствие тепло
вого эффекта. В этом случае получится биквадратное уравнение относитель-

• V СО
но отношения —, где V = —- - фазовая скорость распространения волны,

с к

Таблица 1

1 
кЯ й Г V

Iе >2
( V |

1е л
1 ОЛПУ 1.00130
1 и.Л 92 1.00230 0.22УУ
3 ОЛУЗ 1.00243 0.2304
Ь 0.2124 1.00243 0.2305
10 и.219Ь 1.00260 0.2306
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В табл. 1 для этого случая для данных значений 1 / кЛ указаны соотно- 

( V Г V
Ш9МИЯ — И •* , Дли ЦНйИМЯНИИ| АЛЛ ИВ Л И в МЯЛИ1МИ чяв’гнтми 

Vе Л Vе Л

(д2и у
т~г = 0 для соотношения — будем иметь:

^д/ ) с

( V У _ ^/кгКг + Н2кг/\2(\-^)+Т„/Е1,
Ы Р„/„(Ы?) 1

р /,(*7?) кН

(у
которому соответствует п табл. 1 отношение I — I,

3. Для выяснения влияния температур рассмотрим систему оболочка - 
температура, довольствуясь безмоментной постановкой задачи. В этом слу
чае (при отсутствии жидкости), 8 предположении малости продольного инер
ционного члена, из (1.3) и (1.8) задача сводится к решению данной системы

З-.о
их
Т2 , д2» „

(3.1)

д2и 1 Эн» I
-» '’’77’7 ~ О [ЭхЭ/ Я Э/ ]

Э0, Э20, 2к' „ Г д2и

1г-хаг+^0'+Т1Ш+
из которой получится кубическое дисперсионное уравнение

] 2&* |[1 + ат|х(1 +у)]<о’-11/Д-2 +-:1—- |о2 
I сяРЛ)

, , (3.2)
К* К* | Э Ъ |-^(1 + 2аПх)со+^^2^]=°

При отсутствии связанности задачи для частот имеем

“’"г
(3.3)

+аг|х(> + у))

Удобнее приближенные корни уравнения (3.2) искать в виде, учитываю
щей малость связанности (Т|). Тогда, если решение (3.2) представить в виде
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где а{ - малые величины, характеризующие малость связанности, сравнивая 

(3.2) и (3.4), для а; получим

Кеа12 =

1 Е*д-^п>ПХ(1-у)(1 + пПх(1 + у))

( . 2^' I Е , , .,2
[к* +^+^(|+апх(|+՝,))

(3.5)

- мнимое число, характеризующее процесс затухания.
Следовательно, для изгибной скорости распространения волны получим

1 Е
I [е 2Т^тапх(1-у)(։ + апх(։+у))

V = +֊֊. ֊ 1 ---------- 2-------------------------- 7------------------у (3.6)
V р £ , , I I 2*' I

_(1 + аПХ(1 + у)) +

4. Известно выражение скорости пульсовой волны [7,8,9]. Обобщим его 
на случай наличия теплопередачи.

Предполагается, что есть только усилие Т2, которое в предположении

Т։ = 0 дает

Т2 =£Л Т"а0| «П
\ К у

Уравнение теплопроводности в этом случае согласно (1.3) имеет вид

г . Ч1Э0. Э20. 2к' X, чЭи»
[^«пх։!^)]—-ХЭР-+—©1+^(1-у)-э7=о (4.2)

Давление жидкости по одномерной модели определяется из [10]

д2Р 2р0Э2н-
Эх2 ~ R дГ

(4.3)

Из уравнений движения оболочки (1.8), из соотношения (4.3) и уравнения 
теплопроводности (4.2), решение задачи сводится к решению данной систе
мы
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Г1 э։н- Э2©,՜! „ э2»
£Ч«з*2 айх2Г2рой<2

, . (4-4)
, , .,36, 3‘6, 2к Т|Х,.[1+апх(1^)]֊-Х^г +—6|+-(1-у)- = 0

В этом случае имеем следующее кубическое дисперсионное уравнение:

[1 + апх( 1+у)]ш’-
Екк2 . ,
—— 1-2апх^со+ 
2роЛ

Екк2

2рЛ
2к' 
с,р/>

(4.5)

При отсутствии тепловыделения для частот имеем

Для скорости распространения волны будем иметь

(4.6)

(4.7)

(4.7) получена в [9] и носит название формулы Жуковского.
Обобщим эту формулу на случай температурного поля. Корни уравнения 

(4.5) также ищем в виде предыдущего пункта. Не останавливаясь на подроб
ностях, приведем окончательное выражение для скорости распространения 
волн

Екк2 ат|х(' + Зу)(1 + а1ТхО + У))
4РЛ Екк2 , , ,,2 ( , 2к' У

^(1 + аПХ(1^)) +|х*

(4.8)

Как видно из приведенной формулы (4.8), скорость зависит от волнового 
числа, то есть в этом случае наблюдается дисперсия.

Формула (4.8) обобщает известную формулу Жуковского, принятую в 
биомеханике как скорость распространения пульсовой волны.
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