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The Contact Problem for Elastic Infinite Plate, Reinforced by Crestwise Finite Stringer

В работе рассматривается контактная задача для бесконечной упругой пластины, 
усиленной крестообразным конечным стрингером, состоящей из двух взаимно 
перпендикулярных, одинаковых стрингеров.Пластина деформируется под действием сил, 
приложенных на бесконечности по горизонтальным и вертикальным направлениям. Задача 
сводится к решению сингулярных интегральных уравнений с неподвижной особенностью, а 
затем • к решению функциональных уравнений Винера-Хопфа. Решение функциональных 
уравнений строится сведением их к коазиополне регулярной совокупности бесконечных систем 
линейных алгебраических уравнений относительно вычетов трансформантов Фурье 

интенсивностей контактных усилий.

Пусть упругая бесконечная пластина толщины h усилена 

крестообразным конечным стрингером с модулем упругости Е и с 

площадью поперечного сечения Г*. Ширина креста равна 2а. Пластина 
деформируется под действием сил р и д, приложенных на 
бесконечности и направленных по X и по у, соответственно. 
Относительно крестообразного стрингера принимается модель контакта 
по линии, то есть предполагается, что касательные контактные усилия 
сосредоточены вдоль средней линии контактного участка. Тогда, урав
нения равновесия стрингера запишутся в виде
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ах сгг 1 _а
(|х|<о, |?|<а)

Э у՜՜ = ֊уг 1©(з' - п)х(2>(т|)^П
иу С,Г, _а

где м(:)(х), ՝,(’)(։у) - горизонтальные и вертикальные перемещения точек 

крестообразного стрингера, соответственно, а Т^(х), Т^(>’) - касательные 

контактные усилия, €)(х) - функция Хевисайда.
Заметим, что имеют место условия

/т(|)(/)<// = 0. _[г(2)(г|)</г| = 0

С другой стороны, для пластины имеем

диЫ(х,у) (3-у)(1 + у) гт(,)(/) 
----------------- = —------------------- I----------ш +

Эх 4яЕЛ „ ։-х
/-0

(1 + У)՜’ р(т-х:) 
4я£Л _<(пг + х2)2 т(2,(т])Л1+-|-у

Эу|2>(х,у)| (3-у)(1 + у) р(2)(п) .
-^Г~ =՜ 4^/, 577'^

(1)( )Л+?_ур
4Г.ЕИ + /-)’֊ ЕЕ

(—о® < X, у < оо) 

где м<2)(х,.у), \'(:)(х,у) - горизонтальные и вертикальные перемещения 

точек пластины соответственно, V - коэффициент Пуассона, Е - модуль уп
ругости пластины.

Далее, имея в виду условия контакта

Ж°(х) Эм(։>(х,0) , ,
“Эх՜“—|х|<а

Эу<‘>(у) Эу<2’(0.У) . ,ы<0

и нечетность функций Ти'(х), у), будем иметь
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лД։-х ։+х) к 0(п2 + х2)

= ֊хД©(/-х)т<')(/)Л (0<х<а)
О

т("(/)гЙ + К, =

= ->Л0(п->)т(2)(т1)Л1 (0<_у<а)
О

где

1 + У 4ЕЛ
Л-3-у’ ' “ £,Г,(3-у)(1 + у)’

4Л , . 4Л ,/?' = (3-у)(| + у)(у‘7-р)’ ^ = (3^-^р-д>

Таким образом, задача свелась к решению системы сингулярных инте
гральных уравнений с неподвижной особенностью в нуле (1).

Плоская задача о крутильных колебаниях жесткого крестообразного 
включения рассмотрена в работе [1]. Решение системы уравнений (1) по
строим с помощью метода, изложенного в работе [2], и ищем его в классе 
функций равные в нуле при нулевом значении аргумента и суммируемые на 

отрезке (0,а).
Для этого запишем (1) в виде

= -е(а - х)х, )е(/ - х)т^>(/)л - л,е(а - х)+г^(х) 
О

\-’(п)Л1֊—Угг--- т4т(_|)(/)Л =
(2)



где

х(.|>(х) = 0(а-х)т(1)(х), T?)(>) = 0(a->)t(2>(j)

g<.)(x) ^;кл.^к.а)
6* ՝ ' (S-v)(l*v)^Z? IS dx J

\ 4Eh f? VP av(2)(°’3’)՝lrV 4
4 jW=(3-v)(i+v)|s-T-------Гу~а}

Далее, произведя в (2) замену переменных х = ае*, t = аеи, Т] = аеи, 

у = ае*, получим

где л= Х.а
Теперь, применив к (3) преобразования Фурье, задачу сведем к решению 

системы функционально-разностных уравнений:

cth^-t(l)(a)+ '(a+ x(2)(a) + — t(l)(a-<՛) = -— + igl°(a)
2 ' ко. a a

shy

(-1< ImacO)
(4)

cth^tt2)(a) + -^——— t(1)(a) +—T<:)(a-i) = -—2-+ig,(2)(a)
2 na ՛ a ’ a

shT

(-1< IniacO) 
где
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т£*’(а) = 1т'‘)(аеф““</ц

??’(а)= 1г'‘)(ае*)е"“Л

(Л = 1,2)

т!'\а), Т^((х) - регулярны при 1та<0, а ^^(сс), £+"Ч(х) - при

1та>-1.
Переходя к решению системы функциональных уравнений, сложим первое 

уравнение системы (4) со вторым и отнимем от первого второе. В итоге по
лучим два независимых функциональных уравнения:

К(|)(а)ф")(а) + -ф(0(а-«) = ^-+0<'>(а) 
а а

(5)

где

К(2,(а)ф(2)(а) + —<р<2)(а-I) = ^-+С?'(а) 
а а

(6)

Q}=-Rl-R,,

64"’(а) = 1(гГ’(а) + г’2)(а)), С„(2)(а) = ((г^'Ча) - г?’(а)) 

ф?Ча) = т^’Ча) + т£2) (а), ф?Ча) = т(_։Ча) - т12Ча)

с11 —+ ца + ։)/1 с!1——։(а + 1)А
Г'Ча) = —2----------------, К(2)(а) =----- 2----------------

, па ла
зЬ —

Сначала рассмотрим уравнение (5) и применим к нему метод

Хопфа [3]. Для этого факторизуем К(1)(а), представив ее в виде

Г1)(а) = К<1)(а)Аг<1)(а)

Винера-

(7)

где

К՝:’(а) = Л/Да)£,(а), к11)(а) = Л/_(а)Л_(а)

34



M,(a) = V2 — 
Г

rl-т
1 ia
2՜ 2՜

Б rl1+V 

’ /1 I “ г -+т
12 2

- о
77, (а) - J ГХч)о'"'<1н, 77_(а) - J 

о —

L(u) = t— J In 1 + 
2л и—

i(g+i)4 
ика chT

ru‘da (-l<t<0)

Г(^) - известная функция-гамма.

Очевидно, что Л/+(а), L+((x) регулярны при Ima>—1, а Л/_(а), L_(cc) 

- при 1та<0, и в своих областях регулярности не имеют нулей. Кроме 

того, Л7.(а)~а'7г, Л,(а)~О(1) при 1та>-1, |а| Л/_(а) -a֊V2,
L.(a) ՝ 0(1) при Ima<0, [aj —»

Имея в виду (7), уравнение (5) можно записать в виде

К?>(а)ф?>(а) + ֊Ф<’'>(а)--Д֊Зф''->(0) = 

IX схл+ tx

_ G.(l)(a) _____________ Qy_ X /ф<1)/ т_ фП)(0)\
~ к!;>(а) + акУ’(а) аК?(0) W °*

(-1< ImacO)

(8)

где Ф(1)(а) = Ф'”(а) + Ф?։(а)

« о
Ф?)(а) = |ф(1)(и)е'““ЛА Ф?։(а)= |ф(1>(н)е‘““Л/ 

о —

Ф(1)(«) = 2- jФ(1)(а)е",а“</а (-1<т<0)
2п

Ф(1)(а) =
<pP։(a-i) 
^"(а)
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Ф?>(а) регулярна при 1п1(Х>—1, а Ф^>(а) - при 1т а <0. Функции 

ф“’(а) в своих областях регулярности имеют порядок 0^ при |о} — 

кроме того, ф1։)(а)*а"’/2 при |а|—>°о, 1та<0, С+(։)(а) * аУг при 

|а| —> оо, Тта>—1, поскольку, как известно, [4], ф?^(м) - и У1 при 

м —> 0, а О|։,(м) ■* и'У* при и -Н). □ силу выше
сказанного, левые и правые части равенства (8) стремятся к нулю. Тогда, в 
силу теоремы об аналитическом продолжении и на основе теоремы Лиувиля, 
будем иметь

(<х) ф£։) (а) + ֊ Ф?>(а) - -^֊т + - Ф+<1)(0) = О 
а акУ'(О) а

(9)
Ф+ --9'_______ =9___--(ф(,)(а)-Ф(|)(0)) = О
к‘°(а) аКрЧа) аК':)(0) а' 1 ‘ '

Из (9) получим

_(1) ХфУЧа) е, ХфУЧо)
<₽՜ а + аХрЧа) аК.Чо^’Ча) аК1։)(а)

После применения к (10) обратного преобразования Фурье, можно полу
чить фредгольмовское интегральное уравнение второго рода относительно 

<р(дх) = Т(1>(аг) + (()< г< 1), разрешающее задачу [5]. Однако мы

пойдем другим путем [2]. Как нетрудно видеть, из (5) фР^(ос) имеет полюса 

только в точках а = аА+Ш, а = -а* + 1п, ак - сопряженное с О.к число, 

притом простые, причем 0 < 1т аА < 1т а4+։, Кеа4 > О, К(1)(а4) = 0, 

а4) = 0, {к = 1,2..., Л = 0,1...). Отметим, что 0Ц положительно мни

мо [6]. Исходя из сказанного, Т(1)(аг) + Т(2)(аг) представится в виде

где

Вк = Ке5ф1։)(а), Ск = Исб ф(1)(а) 
а=а4 а=-П։
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Яез ф’1։(а) = (-Х)"й.։Я, Яе։ ф!°(а) = (-Х)" Ь’,кС„ 
пвп, +|'я а=-Л4 +/я

Ь.> = ь\ = 1 = П[к(1)(а, + «)(а, + «)]”
/=0

= П[*+«)(-«,+«)] ՛
/»6

Так как (Х։ положительно мнимо, то из (11) можно заключить, что

?։)(0) = т<2)(0) = 0.
В (11) допускается, что все ОС* комплексные. В случае мнимых ак в (11) 

вместо С к надо положить нуль. Теперь приступим к определению неизвест

ных Вк, Ск. Для этого заметим, что Ф^((х), в силу вышесказанного, мож

но представить в виде:

Ф?’(а) = £ £■
а - а* - /л -1

В,+

а + а4 - / п -1

(12)

С„

Тогда из (10) относительно Вк, Ск получим следующую систему уравне
ний:

В>+ Р(а,)а, Ф-^=^ (13)

С. +------- --т--;՛—Ф?’(-а, )= /,(2> (14)
Р(-а։)а,

(* = 1,2...) 
где

Ф‘1)(0)К<”(а։)5Ь^-

Л а,р(а4)
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е,К<1)(-а։)5Ь^ ФГ)(0)кУ’(-а.)5Ь^
/•<։> _------- ,  ——2— _ х--------------, •. *—Л Н^-Я^^’СО) 5Д-Н։)

(Ча) = ֊5Н^+дА (* = 1,2)

Далее, подставляя ф5։>(а։), Ф_(1)(-а։) из (12) в (13), (14), для опреде- 

ления Вк, Ск получим совокупность бесконечных систем линейных алге
браических уравнений

ХХ1”(а։)5И^- -
в> +—тт-т—=֊Ё[<'Х + С’С։] = Л(1) 05)

Р(а»К

ХЛ<|)(-а4)8Ь^ -

(* = 1,2...)
где

(1) _ У (-Х)’[^,)(ат + ш + |)]
** _ Ь / 4 , ,

а,-а.-т-1

„а։ _ у (->•)'■к՜'1+ ;)] 'с
тк ~ 2ш/ г. , —

(1) _ _у (-Цд[к,(|)(а^ + |'| + |)] 

а4+а„ + ։л + ։

(4)_ у (-Х)"[+ ш + <')] '
Л I — / ։ __ _ ~ .

д^о а^-а^ + шч-!

Постоянная Ф^1)(0) определяется из (10), если положить (Х = —/, то есть 
из уравнения

Ф<°(֊<)
ЦФ^Ч-О _ <о, <ХФ.(,)(0)
кР’(-<) Г'>(֊։՛)
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Квазиполная регулярность совокупности бесконечных систем (15), (16) 
следует из оценок

2М<--
1Я = 1

СОП5(

а,р(а4) < Гк

а֊>~)
Отметим, что при мнимых ССу в (15) надо положить = 0 и не рассмат

ривать (15) при к = ].
Аналогичным образом можно получить решение уравнения (6) только в 

(15), (16) нули функции А'(\а) (аА,—а4) надо заменить соответствующи

ми нулями функции А^(а), а индексы 1 заменить индексами 2.

В частном случае одного горизонтального стрингера задача сводится к 
решению функционального уравнения

яа_ , . . R. _ . .
с111 — т.(а) + ֊т.(а-|) = -—+I £+(а) (17)

2 а а
где

?.(а) = т'”(а), г.(а) = ?'։>(а)

Сначала исследуем аналитические свойства функции Т_(а). Из (17) сле

дует, что а = 0 не является полюсом функции Т_(а), поскольку £+(а) ог

раничена при а = 0. Далее, поскольку Т_(0), £+(0 конечны, то отсюда 

следует, что а = 7 может быть простым полюсом функции Т_(а). Тогда 

а = 2/ не может быть полюсом функции Т_(а), так как а=7 является 

простым полюсом для Т_(а) и £+(—2/) конечна. В таком случае, как сле

дует из (17), а=3/ будет простым полюсом для Т_(а). Так продолжая, 

убедимся, что функция Т_(а) имеет полюса только в точках а=/(2и—1) 
// = (1,2...), и притом простые. Тогда, поступая аналогичным образом, как 

выше, для Г. (а) получим представления

_ , ч ХФ.(а) Я,
г-(а)՜ М.(а) М+(0)Л/.(а) (18)

-г / \ т_(~») .՝?՝______ а!;՞՜11_____
Яе " И Л/,(0)а ։“^Л/,(2л։)(а-2л/)(2г։)
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Тогда из (18) получим

ZK ди]

_ . 2 (*.?.(-«) +Я,>.(>(2m -1))
*л Л/Д0)(2т-1)

где А*?՞՜'1 = Res т (а)
aai(2m-l)

После замены

А<?-'>
-=^--------= у
M^(2mi)

система (19) запишется в виде

Ar V Y- _.2(^-(-«)+K,)ß„ 
" + 2л 1 ‘ л 2m ֊ 1

V+2-m J

(m = l,2...)

(19)

(20)

ГДе Р- = тГЧт/ И Р" ՝ ПРИ ~>О° 
/л! {т)

Таким образом, задача свелась к решению бесконечной системы (20). 
Квазиполная регулярность системы следует из оценки

(т = 2,3...)

где H'(z) - функция пси, у - постоянная Эйлера. Причем vF(z) ~ In Z при 

|argi|<Я. После определения Уя из бесконечной системы (20), 

контактные силы т(лх) можно представить в виде
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( 2
, ч X V 7[ХТ-(-/)+К‘]₽՛

2т — 1

Г [ т + — 
у 2 
Г(т)

Хт.(-|) + К, х
-----------;----------- т—г> (о<х<1)

71-х2
Постоянную Т_(—/') можно определить из (18), если положить 0С = то

есть из уравнения

т_(-։) + х[т_(-<)--Г— £ 3'- А-V-л, 

\ -у2я Я.1 /Ц2л + 1; )

Решение задачи об одном горизонтальном стрингере другими методами 
были получены многими исследователями, перечень работ которых можно 
найти в [7].
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