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Reflection of Nonlinear Gaussian Beam from Free Surface of Magnetoelastic Halfspace

3 работе рассматривается задача отражения гауссова пучка, генерируемого на некоторой 
глубине в магнитоупругом полупространстве от его свободной границы.

Выведены уравнения коротких воли, описывающие поля падающей и отраженной волн, причем 
указанные эволюционные уравнения для осредненных по эйконалам величин оказываются 
несвязными. Решение полученных уравнений ищется о виде ряда гармоник, получены уравнения для 
первой и второй гармоник и решение а виде узких гауссовых пучков. Рассмотрена также задача о 
резонаторе, в котором имеются падающие слева и справа гауссовы пучки.

1. Получение уравнения для двух пучков Пусть на некоторой глубине 
магнитоупругой среды, занимающей полупространство, имеется квазимоно- 
хроматическая волна в виде гауссова пучка. Обозначим через X = I расстоя­
ние от волны до свободной поверхности, кооордината X отсчитывается от 
волны, координата у есть нормальная к X, отсчитываемая вдоль фронта не­
возмущенной начальной волны. Кроме падающей на свободную поверхность 
волны имеется также отраженная волна.

Покажем, что для типичной дифракционной [1] задачи, в которой имеют­
ся лишь первые и вторые гармоники и свободные члены не влияют на их 
уравнения, можно проводить суперпозицию волн. Для этого используем ре­
зультаты работ [2,3,4], причем в отличие от [4] выбираем произвольное чис­
ло уравнений и искомых функций, а также рассматриваем возможность на­
личия любого числа волн.

Кроме того, расматривается случай трех независимых переменных.
Уравнения движения среды можно описывать в виде системы уравнений с 

гиперболическим типом в левой части

3



где и = [и')- неизвестный вектор поля.

В правой части (1.1) стоят малые диссипация и дисперсия, не влияющие 
на уравнения в основном порядке, то есть соотношения характеристик.

Решение (1.1) ищется в виде лучевого ряда

= (1.2)

х
где (О՜1 « 1 есть параметр возмущений, ։̂-= (0ф։-, = I + —,

с л

у X „ „
д, =/------ ; с - скорость волны линеинои задачи, ф։- - фазовые функции,

«о - невозмущвнное решение, не зависящее от В работе [4] взято /V = 2 
и не учтена ляяипимоотн М,(^)։ мптп псе пшклллми пптдютпл, Учитыдлп. чти

Э Э Эф* Э
—-г- = —-г 4- СОТ—г т~г՜ и подставляя (1.2) в (1.1), получим в нулевом при- 
дхх Эх Эх* Э^
ближении уравнение характеристик

{а(х, р)} ={<)е։а/л(и0)рх} (1.3)
^17 э7

Если мы обозначим собственные векторы системы (1.3) через 7^,...,/^, 
то решение (1.1) можно записать в первом и втором порядке в виде

<1-4>

4 = (1.5)

где Г" и X” - произвольные дифференцируемые функции, причем необхо­
димо отметить, что Г” зависит от одного фт и по повторяющимся индексам 
проводится суммирование.

Подставляя (1.4) и (1.5) в (1.1), умножая на ЛГ, где 7гж - собственные век­

торы транспонированной матрицы /1(х, р) и принимая, что аЛ к" к‘т " = О

определяя по переменным можно в первом порядке
получить в силу произвола в выборе компонент собственного вектора к*т. как и 
в [2], для нормальной к волне скорости частиц [1,5] м = м։-м,, их , = Г’՛2 
уравнение

92“1.2 1 ,1 ( 1 Э С Эи,.,
т—-----~ Т М и, ՝) = -——------ I и., —-----Э/Эх,., 2 ՛ с„ Эх,.Д ' Эх,.2

Э’и,, 124
Эх? 0.6)
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гДе ^1,2 =-х1.2+~
ся

, 1 Э2а, С д2 13)
а поперечный оператор - Ь =---- -—г- ——т-4———

а, Эа2 ^.у у оу )
а, =а։(а,) есть дисперсионное уравнение для первой волны, (<Х։,а2) - 
компоненты волнового вектора и поскольку ось X нормальна к начальной 

волне, можно считать СС-, = О, <Х։ ~ , где Сн - нормальная скорость вол-
Ся

мы. Уравнения выписаны только для одной прямой (г1) и отраженной (г2) 

от свободной поверхности среды волны, Г - коэффициент в разложении 
нормальной скорости волны по степеням малого возмущения нормальной 
скорости частицы (м/=Г‘) к волне, причем в силу произвола Лу", 

и = и} — и2.
2. Уточнение коэффициентов уравнений коротких волн для магнито- 

упругой среды. Для одной волны коэффициенты уравнения коротких волн 
определены в [3,5] и равны для случая нормального к волне начального 
магнитного поля II = О, IIх = Но

э
с*(2с* -а2 - Ь2 -л2) Г = —(с2 -д2)д2 -

х Ч (2.1)1 / / 3 1
——(с2 ~~ Ь" — д.՜) А + ЗВ + С + ~'Х0 + Зр 

Ро \ ~ )

А' = Хо + — ц, А, В, С - нелинейные упругие модули, 0}=с~^2с2 —

-а2 - Ь2 -д?)

Г) О = -у (с* - Ь2
,А(1) + 2Х(0) ,

֊«, )-----֊----- -а, с,
Ро

Xм с;-а2 

2р.>с֊֊*2’

1)Е
^ + 2^

Ро
+ "Ге.

с֊-а2 <(0>

С.2֊й22Ро аГ 4лр0у(с;-*՜

где + О*. + - нелинейный упругий тензор напряжений,

< = Х(,)8,<11уу + Х(,)^-
7 • Нг

Э2 V, 
Эх//
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Коэффициент —^5- получится из уравнения С* — С՜(о2 +1Г +<^)+а2‘ ’"■ + 
да2 47%

, 2 2 И.
+/>՜ а +а, 

I ’ 4тгр0
8 следующем виде:

= С'" *2)а1 -<(в2 + *2 + “?)} +
Ои-2 СлГ-|

2с2(о2 + а2)б2ц2 -ыу(с* -а2Ь2 - Ь2а2)
(2.21

со= с2 - с2 (а2 + Ь2 + а2) + Ь2(а2 + а2) (2.3)

Ц, =1с\-а2-а\ (2.4)

у= 6с2-а2-а2 - 62 (2.5)

Медленная волна [5] есть малая более высокого порядка.
В соотношениях (2.1)-(2.5) а, Ъ - скорости продольных и поперечных 

волн, Яо - невозмущенное магнитное поле. Поскольку Ся входит в четной 
степени в коэффициенты (1.6), совпадение этих уравнений обеспечивается. 
Исключение составляет минус перед Г2Г .

3. Получение уравнений для амплитуд и фаз квазимонохроматичес- 
кой стационарной волны. Решение уравнений (1.6) можно искать в виде 
волн модуляции м, 2 = Г1,2 [71

.г,(2) 2։«т, ,-2/(а/-2у.а’х , +1/;2г е ՛•’ ' + к с | (3.1)

м12 - компоненты нормальной к волне скорости частиц, где (X - основная 
частота, 10 - модуляционная частота, и^'2^ - амплитуда гармоник. В силу 

произвола выбора собственных компонент вектора можно полагать =1, 
^4 = и = и\ ~м2» что использовано при получении (1.6).

Подставляя (3.1) в (1.6) и приравнивая слагаемые при гармониках, можно 
получить дисперсионное соотношение из уравнения при первой гармонике в 
нулевом порядке
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w = ^a5, v,=-D, £ = -—
ся

и уравнения первой и второй гармоник

ди!'!,. _ , х 1 Э2а, Э2(/<֊> 1 Э2а, I
^֊—<a + 2v,a; + 3։ш)-— ------щ- =
Эт;>2 ՝ 2а, Эа2 ду՜ 2а, Эа2 у ду

= -Г(։а -v,a!)XX' +

1

dUM
С/,(2)4(-Зсоа + iv,a2) + 2(/а + 30iw+ 10v,a2) -

Л1.2

1 32а, Э2^121 1 Э2а, It'S 2Га2^,„1г
2а, За2 ду2 еа, Эа2 у ду с, 12

Уравнение нулевой гармоники 1/,<0? ՝• V.at/5'2 + • , .
а 2

СО
Следует рассмотреть случай при —<< 1, при условии, что в дифракцион- 

a
3 I

нои задаче т~՜ ** СС :
Эу
Э ос

а) СО *---- , VjCC « — ив уравнении (3.2) слагаемое с можно от-
Эт[։2 СО

бросить. Тогда получатся уравнения для l/J'],

э
б) СО >>---- . При этом в уравнении (3.3) можно отбросить производные

3<2
Г/(2)C/j2 и получить

Га24/,ог)2 

2(3oxx-։v,aJ)
(3.4)

Подставляя в (3.2), можно записать

Э1/;1’,. , ,х 1 Э2а, 32i/,"> 1 Э2а, 1Ц1՛,’
(ia + 3ico+ 2v,a ) - -—- -—г—;----- ^=- =

Эт , ՛' 2а, Эа: ду՜ 2а, да2 у ду
՛՛ , , (3.5)

= -Дг, ”. ги^и^е ‘̂а''
2с; 3w-(v,a2 ՛՛ 1,2
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где (/{д комплексно сопряжено с 1/{д . Следует отметить, что при получе­

нии (3.5) использовано условие СОТ{д » 1 и если считать У։ОС2 ** О), следует 

учитывать экспоненту в (3.4), что осложняет решение. Однако, поскольку 
V, и СО входят в виде действительной и мнимой части и при « СО, дис­
сипация влияет на решение, что видно из дальнейшего.

ПуСГь няйозмущанпаи полка прядставлиат гауссовы« пумам квазимонохро- 
матической волны с заданным значением Сп (быстрая волна)

( /
и, =1/|<|)(0)ехр(-։а/-1а>/-у1ач) + к с. с/,<|)(0) = а11схр - —

V Уо )
Тогда можно искать решение (3.5) в виде гауссовова пучка падающей и 

отраженной волн = ае"9

а0 ехр( кэт, 2 - ։оУ - V,«2/)
Чл= Ж) ехЧ

у1

лХ(<2) (3.6)

и -щ-и.

Подставляя (3.6) в (3.5), можно в осесиммметричной задаче получить для 
и Ф։.2(>У) систему уравнений, которая имеет решение

<₽1.г(Ч2’3’) = о..2(хи) + ^7

</д,,2 к2 _ 1 Э2а, 2
- Х1 Ад ««1 да2 /,>02

1 <У1|: к՜ 1 Э2“; 1 
~ А.1 ^\д " Хг />22 + аа, Эа2 Я,.2

(3.7)

где

(3.8)

4 Э2а, д02 4 Г 1 Э2а, У г 4
Л| аа, Эа2 ?02 ^Даа, Эа2 ) Хз 0

Г 1 1 Э2а. ,7 - 
с =к^^[+Х2в°и а°=к

где /?0 есть значение /?։ при х = I

Х,=3£аЧ. Х: = ОаС, ;=
I Г2 ехр(-2\’,а27)

2с „а 9£2а2 + О2
8



В силу симметрии можно полагать /2(х) = /,(*), /, = / И (3.8) дает

± 1 # 1(1 ! 1 д2а, 1
<£г с1х ’ / Эх 2 /2 с.аа, Эа2 Л, г

Тогда получится

£= I _1 1-х_>1с'/г-1
Эх V /2 ’ с. С' с՛

1 -с'+[ 4с՛ с. J
Из (3.7) получится

д/= 1 э:а, 
аа։ да; у՜ (1х

Отсюда можно найти

Для немалых значений у^ может образоваться каустика [5]. Решение 
и = м, — и2 имеет вид

откуда получится
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V

1____1_ _ _2 <1х
R, R, 1 Э2а, 

7 аа, Эа2

1 । 1 ;ХаА2 Ш
7?2 Я, “ /2 Э2а,

Эа2

При выборе >]с' — = €' — получится — = 0 на границе Х = 0 и 
с Ах

условие <5х = 0 удовлетворится на всей поверхности.
Указанная задача представляет стоячую волну в интерферометре со сво­

бодной нижней поверхностью и заданным в начальном сечении гауссовым
пучком.

И* уолпяий ня снпйпдннй пояиринлоти в5Гр7 г'։"
есть компоненты тензора Максвелла

1 н- ? _ НД _Н£_
“ °а + 4лр0 2 4лр0 “ ’ " + 4лр0 ’ ' + 8лро

и уравнений индукции

_  _ _ __ __ _ _  _
— = -(//<>?)? +(у7)//0 + //0<Пуу, // = //„ + /։

можно получить, отбрасывая малые члены [1,5] Лл =0, 1։ =0, Ох=0, 

֊- = 0, 3- = 0 при х = 0.
дх Эх

Решение (3.9) для больших — удовлетворяет условию — = 0 при учете
с. Эх

узости по у возмущенной области.
Приведенный аппарат можно использовать и в задаче о встречных пучках 

в интерферометре [6].
В указанной проблеме следует считать функцию /(х) гладкой и полагать 

— = 0 при X = 0, откуда / = 
dx

Тогда получится и для фазы
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А' | £р2 1с'а2 
°՝>։-±/о '՝1с,։а։ аГС‘8\ &2 х + а»и

где △ находится из того, что при X — I для резонатора суммарная фаза 

равняется нулю, откуда получается при х — 1. Следуя

работе [6], где рассмотрена круговая поляризация, для звуковой волны, 
имеющей почти линейную поляризацию по оси X, можно записать аналогич­
ные соотношения на зеркалах

|«яГ = я|"гГ; = и2г + -24Ёи„ив

Первые соотношения означают равенство мощности отраженной волны 

(мй) значению мощности падающей волны (ир), умноженной на квадрат 

коэффициента отражения, второе есть равенство скорости частиц прямой 
волны скорости частиц прошедшей части начальной волны Ко^} — R плюс 
скорости частиц отраженной части обратной волны [6]

и, = R +и„>Гк, К„ =|л'0|со5ат

Для коэффициента пропускания интерферометра принято полагать

14(1-/?)
14

Поскольку ц2 =|и1д|со$ф112, Ф112 = (-йХ+ат] 2+ <р, 2), можно, инте- 

грируя по С(/ от 0 до 2я, вышеописанное уравнение найти в виде

|иг|=* и

(1-Я)|к0|2 = /?2(1-/?)2 + К24/?5!п2^и^-

Пропускная способность примет вид

4 R . , Ф, -Ф, 
------- 7 51 п -֊—֊ 
(1-я)2 2
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1 / \ 1 / \ а/
Сюда нужно подставить значение — (Ф։ — Ф2) = с • Требуя,

чтобы аргумент арктангенса в Ц — О2 при Х=1 равнялся 1, как и в [6], 
можно получить

л0 оа2
Для интерферометра имеет место условие [6]

М ММ

Л“4 R՛2 ՝ Ко-КоСд

0геОда1 = ^ + ^. №(1-л)
Окончательно получится Р =------ "ч ,

I о 2(Х/ „ Я /+*'
------- 75----------------- ’ $ = “------ > Г = “7 Г "'7՜14й7^г$։п2(5-г) с- 47177

Х,К с. да.
X =-------- . Ц = ~ г г гац а >п- Эа2

Полученные уравнения дают неявное значение х'. Можно отметить, что

С„ п9
R, 2 = — /?12, гДе К։,2 • радиусы кривизны прямой и обратной волн и из

X
(3.8), считая, что /։ = />, =± —, получить при Х = I

„։
<Ьс с„ да} Л'2(0) 2

что дает

_.дЧ 1_____,-2_^«. 1_________________ !_

Эа? с, /?;(0) да} сл Л,'(0)

При больших (Ко) левая часть уравнения Р , являющаяся прямой лини­
ей, имеет несколько пересечений с функцией, даваемой правой частью, что 
приводит к возможным многим амплитудам, приводя к явлению [6| биста­
бильности.

Аналогичные рассмотрения применимы к вышерассмотренной задаче об 
отражении гауссова пучка от свободной поверхности.
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