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Asymmetrical Mode! for Non Steady Motion of Lubricant in Film Between Two Co-centric Cylinders

Использована теория континуума с несимметричным тензором напряжений к решению задачи 
неустаяовившсгося движения смазки в слое между соосными цилиндрами. Получены аналитические 
выражения для скорости и угловой скорости вращения частиц. Установлено, что время разгона 
шипа, как и время установления стационарного режима течения смазки в слое между двумя 
соосными цилиндрами (шипом и подшипником) уменьшается (в зависимости от микроструктуры 
жидкости) по сравнению с результатами классической теории Навье-Стокса. Влияние учета 
микроструктуры проиллюстрировано на графиках.

Рассмотрим два соосных цилиндра, пространтсво между которыми заполнено вяз
кой несимметричной жидкостью. Пусть при этом внешный цилиндр неподвижен, а 

втуренний начинает вращаться под действием прилаженной к нему в момент է — О 
пары с постоянным моментом М. Найдем последующее движение внутреннего 
цилиндра, принимая во внимание трение его о смазочный слой.

Задача в такой постановке аналогична задаче Н.П.Петрова и будет соответство
вать случаю шипа, не несущего поперечной нагрузки. Задача о несимметричной мо
дели гидродинамической теории цилиндрического подшипника (задача Зоммерфель- 
да) рассмотрена в [1]. С практической точки зрения достаточно будет ограничиться 
приближенным решением, полагая просвет между цилиндрами малым.

Задачу в такой постановке решил С.М.Тарс [2]. Вышеуказанное решение было ос
новано на классической теории континуума. Однако, классическая точка зрения на
лагает сильные ограничения на пределы, в которых континуальное описание мак
роскопического поведения может успешно отражать тонкую структуру материала.
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Накопившиеся факты свидетельствуют о том, что классическая теория континуума 
Навье-Стокса не может точно предсказать поведение некоторого класса жидкостей и 
особенно течений через тонкие капилляры и узкие зазоры, так как не содержит 
механизма для объяснения наблюдаемых новых физических явлений. Такая потеря 
точности возможна в случаях, когда характерный размер системы (разность радиусов 
коаксиальных цилиндров) сравним с характерной материальной длиной вещества, 
значение которой обусловлено средним размером молекул или зерен, содержащихся 
в среде [3].

Это обстоятельство (совместно с другими недостатками классической теории 
континуума) привело исследователей к разработке теории несимметричных жидкос
тей.

Все более очевидно, что разработанные в последнее время положения теории 
структурных жидкостей могут успешно описывать неньютоновские поведения реаль
ных жидкостей [3]. В эту теорию введены два независимых кинематических век
торных поля, одно из которых представляет поступательные движения частиц жид
кости, а другое - вращательные движения частиц, характеризующие внутренние 
степени свободы, соответствующие им моментные напряжения [3-12]. Характерным 
отличием теории структурных сред с несимметричным тензором напряжений 
является присутствие масштабных параметров. Эти жидкости реагируют на мик- 
ровращательньге движения и спиновую инерцию, поэтому могут воспринимать рас
пределенные поверхностные и массовые пары сил.

В настоящей работе применена теория континуума с несимметричным тензором 
напряжений к решению задачи неустановившегося движения смазки в слое между 
двумя соосными цилиндрами.

Обозначим радиусы внутреннего цилиндра (шипа) и внешнего цилиндра (подшип
ника) соответственно через /?։ и /?,, длина шипа Н, а момент инерции враща
ющихся частей (шипа), относительно оси вращения Считая течение плоско-па
раллельным и отсчитывая криволинейную координату X вррпъ дуги окружности 
радиуса /?, , а координату у - вдоль внешней нормали к этой окружности, будем 

полагать величину Л = R-, - /?, малой по сравнению с и пренебрегать 

кривизной координатных линий (фиг.1).

Фиг. 1
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Дифференциальные уравнения неустановившегося движения несиммет^, 
ной жидкости в смазочном слое имеют вид [3,13]

Эу, , \Э2у, „ Э<о
= ^ + 2у,—

Э/ ду оу

,ды , кд со „ Эу։А
/ —= (с.+^)—^-Зу, 2со+—(I

Э/ ду ду )

^-+М=0 

дх ду
(со = со։)

где Ух, У^-проекции вектора скорости соответственно на оси Х,у; СО - пр: 
екция на оси 2 вектора, характеризующего среднюю угловую скорость врг 
щения частиц, из которых состоит точка континуума; V - кинематическг 

ньютоновская вязкость; Уг - кинематическая вращательная вязкость; са 
коэффициенты моментной вязкости; I - скалярная константа с размерное 
тью момента инерции единицы массы.

В уравнениях (1), (2) пренебрегали действием массовых сил и моментов»; 
считали давление всюду постоянным, аналогично простого срезь. щегс 
течения Куэтта.

Дифференциальное уравнение вращательного движения шипа будет

(1С1— = м-м д։
где Мтр - момент сил трения.

Если принять во внимание, что [3]

Л/„=֊2яК2Нг0=-2Лй|2Яр(у+Уг)[^-1 =
I Л=о

1

= -р(у+у
I Л=о

то уравнение вращательного движения можно привести к виду

</м а р(у + у)^Эу А
~^ = ~ +--------------- НН (5)
Л т т \

При этом в (5)

и = ,т = -^— д = -^֊- (6։
' 5«,2 4 ЯК,
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Здесь То- напряжение силы вязкости на поверхности шипа, р - массовая 
плотность смазки, и - переменная скорость движения точки шипа при 7=0.

Мы предполагаем, что жидкость прилипает к стенкам цилиндров 
при у=0 и у=К, тогда начальные и граничные условия для поступательной 
скорости и угловой скорости вращения частиц будут:

при / = 0 Ух = 0, и = О, (0 = 0

при 7 = 0 (/>0), Ух=м, (0 = 0 (7)

при 7 = Л (/>0), ух = 0, (о = 0

Так как нестационарные гидродинамические задачи в рамках теории не
симметричной модели жидкости даже в простейших постановках имеют свои
ми решениями весьма громоздкие, сложные выражения, то мы приведем ни
же приближенное решение задачи. Идея метода состоит в приближенном 

учете инерционных членов Эух/Э/ и дт/д! в уравнении движения вязкой 
несимметричной жидкости [14]. Такой приближенный учет инерционных сил 
был сделан при решении задачи в случае классической ньютоновской жид
кости [2]. Вместо полных уравнений (1) и (2) будем рассматривать уравне
ния, в которых ускорения заменены их средним по толщине слоя значениями 
и которые имеют следующий вид:

1 д V
(8)

Лоо

= <9> 
А, о Э/

При этом условимся в дальнейшем всюду вместо Л писать Ло. Выраже
ния (8) и (9) зависят от I.

При таком осреднении уравнения (1) и (2) примут следующий вид:

Ф(0 = (у+У(.)^-“+2уг^ (Ю)
ду ду

/\|/(Г) = (сл+^)^-2у,| 2(0 + ^-1 (11)
Э7 ду )

Граничными условиями по-прежнему будут условия (7), а именно:

при 7 = 0 Ух=н(/), СО = 0;

при 7 = Л ух = 0, со = 0 (12)
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Разрешая (10) относительно ЭУх/Эу, получаем

н V 1 V
-—=---------ф(0?-2——со-С։ (13;
Эу У+Уг V + V,

Подстановка ЭУх/Эу в уравнение (11) дает

^^-к1а = -^—<р(1)у +—-—у(/)—С, , (14)

ОУ Са + С4 С. + С< С» + СЛ
где

Общее решение уравнения (14) есть

(15)

(О = Сг сЬСХ^) + С3 5Ь( - — <р(/)>> + У1՜ С, - —— у(7) (16)
2у 2у 4/У V

Подставляя (16) в (13) и интегрируя по у, получим

1 7 Л72 ? Л/2
V, =— <р(0/—7֊ С25Ь(*у)---- —С3сЬ(*у) +

2у к к (П)
V — V 1

+------- -С.У+—У(/Ь + С4
V 2у

где С, , С2, С3 и С4 - функции от времени.

Используя граничные условия (12) из (16) и (17), определяем С, , Сг, С3
и С4:

_,4. Му(/)Г11-сЬХ 1՜! ЛМ>(/)ГЛ'2 1֊сНХ Я иЛ
V |_Х вЬХ 21 V [ X зИХ 21

^(,)=4У(,)ЬА + »-сьх
4№у зЬХ 2узКХ 2у зЬХ

С4(/) = и +
1 1-С|1Х11г(Г)1

2А-у яИХ Ху зЬ X Ху 511X '

(19)

(20)

(21)
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где
1 , ( 4у V, ,

----------------------------- ;---------- г> Х=------------ '—
] у, + V, б1։Х 9лг2(1-с11Х) ^У+V, с. +с, )

V V X ХзЬХ

(22)

Подставляя эти значения и (0 в правые части дифференциального 
уравнения вращения шипа (5) и выражений (8) и (9), с учетом (18)-(21), при
дем к равенствам

? Р(у +У,)А Ц р(уу)АЛ° (//2ЛГ2 1-С11Х । Л
Л т тЛп 2тч I ХзЬХ )

(23)
р(У +V, )/А ( 1 - сИХ Д . .

— 2—-----— +1 ф(7)
2ту \ Х$ЬХ )

44 ' 2у Л |ДЗ Х.ФХ X ) 2( V V Х.ФХ )

х[2^1^+ЛЪ^»(2к^+Лх
I ХЛХ Л 4у Л V Х$ЪХ )

Г, ,(, V, 2у, 1-։ЬХУ1 Ли Г, А( V, 2уг 1֊с)1АД
V у у ХбЬХ ;] Л 2^ у у ХЛХ 2]

(24)

Введем следующие безразмерные величины:

и'
и рУ 

---- = и——>
и. А

V ©=4/. п = р— 
т

ф(9)=Р^.ф(/), ч>(0)=р£ф(/) 

Я Я

(26)

I 
~ ь2 *

«Лп
Здесь 1] =—— - предельное значение скорости точки шипа (при у =0) 

ру
при / —> оо, относящегося к классическому случаю ньютоновской жидкости 

[2].
Тогда, уравнения (23)-(25) в безразмерной форме примут следующий вид:
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<1« 
----- - п

<16

1-С11Х

ХхЬХ

1-сЬЛ
(27)

2 <16 [\з ХзИХ X2 ) 2 к V
2у, 1-сЬХА—----- хV Хвьх 7

хи2к^+ЛЪ1«Г21г^+Х
I ХяИХ /I 4 <Я V ХвЬХ )

( V 
х 1-4 1—'-

к V

2у 1-сЬХЛ1 <1и Г. А(, V
—----------- +  1 1—-

V ХзЬХ )] <16 [ 2^ V

(28)

2у, 1-сЬаЛ1
V ХзЬХ /]

Так как при ( = 0 V, =0, и = 0 и <0 = 0 , то из (16)-(21) следует, что 

<р(0) = 0 и ф(0) = 0. Тогда, принимая во внимание (26), получим 
следующие начальные условия:

при е = о и = о, ф(о)=о, ¥(0)=о (зо)

Уравнения (16) для 0) и (17) для скорости Ух, с учетом обозначения 
(26), в безразмерном виде запишутся так:

® =<^ с1<^)+<^ху)-֊Ф(е)/ ^0) (31)

А =7Г=\^У" -^с;5ь(х/)-^с;сь(х/)+ 
и £ К К

+ ^^</+^(0)/+^

Здесь

с,‘=^с,, с2‘=^с2, с;=^с„ 
я ч ч
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Решения (28) и (32) переходят в классические при V, = 0 (2) и (31) дает 

со = О.

Так как V, V,, Са, не отрицательны, то X • действительное число.
Структурная несимметричная жидкость, помимо обычных безразмерных па

раметров, встречающихся 8 теории ньютоновской жидкости, обладает новыми 
скалярными константами, связанными с учетом вращательного движения частиц. 
Несимметричная жидкость характеризуется тремя физическими константами V, 

V, и (с.+с,) в отличие от классической ньютоновской жидкости, которая ха

рактеризуется лишь одной константой вязкости [3]. Параметр Уг имеет размер
ность вязкости. Поскольку он появляется в результате учета вращательного дви
жения частиц, то естественно его называть вязкостью вращательного движения 

или просто вращательная вязкость [15]. характеризует сопротивление враща
тельным движениям подобно тому, как сдвиговая ньютоновская вязкость харак

теризует сопротивление поступательным движениям. Константа (с^+с^) имеет

Г 1Гг21 > (с» +с* I2
размерность V Ь , и с ее помощью можно составить параметр I = ---------

I Л и к 4У 7

который имеет размерность длины. Параметр / может быть отождествлен с не
которой характеристикой вещества, зависящей от размера молекул (под
структуры).

Структурные несимметричные жидкости характеризуются двумя безраз
мерными параметрами.

Параметр связи №, определенный формулой М харак
теризует связь уравнений (1) поступательного и (2) вращательного движений. 

Когда У,—»0, получаем /V—»0, эти уравнения разделяются, и уравнение 
поступательного движения (1) сводится к обычному уравнению Навье-Стокса.

Второй важный безразмерный параметр I. представляет собой отношение 

зазора между стенками внешнего и внутреннего цилиндров = /?2 — к 

характерной материальной длине / , то есть

£ = (или к = АЛ0=-^- = МС)

Это число характеризует взаимосвязь между геометрией и свойствами 
жидкости.

Можно ожидать, что эффекты несимметричности жидкости будут значи

тельными, когда / либо велико (что соответствует большому размеру под

структуры вещества), либо зазор между цилиндрами мал.
Большое значение I означает большой зазор между цилиндрами или малую 

характерную материальную длину / . В этом случае влияние микроструктуры 
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жидкости незначительно. Здесь, по-видимому, представляет интерес второй 

случай, когда зазор между цилиндрами мал и сравним с I .
Чтобы показать влияние учета микроструктуры жидкости (смазки) на зна

чение V х и U, используем их значения, полученные Таргом [2] при анализе 

решения классического случая. Для и и vх имеем [2]

и = ОЯ, 1-expV | (33)
pv k J

(34) 
pv l A>A J I

Из (33) видно, что скорость точки шипа (при у = 0) при / —> <» стремится

к предельному значению U =—-. Заметим, что и будет отличаться от V 
pv

менее чем на 1% по истечении промежутка времени для которого
УЯ

ехр =0,01. Отсюда

4,6—= 4,6— 
vzi pvS/f,

(35)

Если, в частности, считать, что вращающееся тело представляет однородный 
цилиндрический вал, концы которого являются шипами, и если принять, чо пол

ная длина вала в /, раз больше длины смоченной части Н , то будет 

/։ =0,5/?։2/л։ = 0,25/?։3р։57| и формула (35), определяющая время разгона, 
имеет вид

/,=1.15/, *А£1- (36)

V Р
Следует отметить, что для подшипника 1у буррт невелико: порядка нес

кольких секунд. Если принять, например, /,=10, у = 2сму/, р,=10р, 

/?, = 5 см, Ло = 0.05 см, то получится /։ = 14 с.
Был произведен численный эксперимент для исследования системы диф

ференциальных уравнений (27)-(29) при начальных условиях (30) для раз-

V /
личных значений '/ и д. Результаты этих исследований были использова
ны для построения профилей скоростей для различных моментов времени.

На фиг.2 представлены графики зависимости безразмерной скорости дви

жения точки шипа (при _у=0) от безразмерного времени 6 (для рассмотренной 

задачи 0 = 800/) при различных значений (при Х = 1). Кривая 1
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построена для - О (классический профиль - ньютоновская жидкость).

кривая 2 - для ’/ =0,5, кривая 3 - для = I, кривая 4 - для = 9.

Как видно из этого графика, с увеличением отношения скорость

точки шипа уменьшается по сравнению скорости для классических, жид
костей Навье-Стокса, где внутреннее вращение не учитывается. С увеличени-

Фиг. 2

На фиг.З, 4, 5 представлены профили безразмерных скоростей смазки в 
слое между двумя соосными цилиндрами для разных моментов времени при 
'''/ — 0, — 0,5, - 1 ( при X = 1 ).
/V ’ /V /V
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Фиг. 5

- v / 
Как видно из приведенных графиков, с увеличением значений У

уменьшается время установления стационарного режима течения смазки в 
слое между двумя соосными цилиндрами.
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