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ОДНОМЕРНЫЕ ВОЛНЫ В ГАЗОЖИДКОСТНОЙ СМЕСИ
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Ohanian G.G.

One Dimensional Wave in Gas-Fluid Mixture

Исследуется волновое движение в газожидкостных средах, в которых величины предельных изотерми
ческой и адиабагичесхой скоростей звука в смеси близки одна другой. Полученное уравнение в предель

ных случаях переходит в уравнения, описывающие волновой процесс в средах, в которых термодинамк*«?с- 
кое поведение пузырьков близко либо к изотермическому, либо к адиабатическому.

В наиболее общей постановке система уравнений движения газожидкост
ной монодисперсной бесстолкновительной смеси с учетом несовпадений дав
лений и температур в фазах, а также эффектов сжимаемости и вязкости фаз 
приведена в [1]. Теоретическое исследование волновых процессов в рамках 
односкоростной и однотемпературной модели газожидкостной смеси [2,3] 
качественно не всегда совпадает с данными эксперимента [2,4,5] ввиду того, 
что исследовались либо чисто изотермический, либо адиабатический термо
динамические режимы поведения газового пузырька в жидкости. Физически 
приемлемое истолкование результатов проведенных экспериментов дано в 
[6,7], где впервые подчеркнута важность учета тепловых эффектов, обуслов
ленных межфазным взаимодействием пульсирующего пузырька с несущей 
жидкостью.

В настоящей работе исследуется волновое движение в специальных газо
жидкостных средах, в которых величины предельных изотермической и адиа
батической скоростей звука в смеси близки одна другой. Методом коротких 
волн [8,9] выведено двухволновое уравнение, переходящее в предельных 
случаях в уравнения, описывающие распространение нелинейных акустичес
ких волн в смесях, в которых термодинамическое поведение пузырьков 
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С. жо, либо к из*.. омиче . чу, лисю к адиабат.-- .скому. В част-.ых случа
ях отсутствия тепле мена между пузырьком и жидкостью, они ссзпадают с 
и; стными уровне՛ -֊ми [2,35.

,-ассмотрена час -ая задача с начальными условиями. В линейной поста- 
но:-<е получены асимптотические формулы, описывающие поведение возму- 
ще-ий далеко впер ..и и позади фронта волны. Вь -злено, что в длинновол

ос м приближени чежф .. -эй теплообмен прот֊- ^действует затуханию, а 
в ротковолновом усили: эффект затухания.

. Исходные у: .нения. Предположим, что з • онодисперснс газожид- 
кс.гной смеси час;-цы ф-.з движутся с одинако ой скоростью. Несущая 
ж <ая фаза обла .т эф.՜ -стами вязкости и ежи темости, а га. гая фаза 
пр ,ставляет собс -узырь֊: : калорически соверс..иного газа. Будем счи
тать. что в рассматриваемой области течения в смеси не происходит сильно
го ересжатия газе ?й фа ■ и потому, ввиду существенного влияния темпе
ра ры на плотное газа в -зырьках, примем, что теплообмен между фаза- 
м предела зтея л ■-> тепле ым сопротивлением га эвой фазы. Тс-да можно 

пс гать те?.перат жидкости Тх постоянной (Г. -TQ — const), три этом, 
сс асно [6,7], уче эффекта теплопроводности га а важен лишь при меж- 
фа ном взаимодействии с жидкостью. Пренебрегая эффектами образования, 
др Зления, .оагул , и и сто гкновения пузырьков, уравнения дв՛ кения ис- 
с/ .уемой г.-зожид ютной _■ геи возьмем в виде [ 1.7,10]

Эр Эр Эм 
—+ // —+р — 
Э/ Эх Эх

d Э Э
— =—+м— 
dt Э/ Эх

(1-1)

(Эк Эл Э?‘ 4 Э2м
(1.2)

л-л = (1- +
ст. I у at

(1.3)

R it 71 2 .? dt J

—7^-Г= ՝si, ?’ = const, =C,. Y-l)p2T2 (1.4)

p = p,(l֊p/ -p2p, .•=Р,(1-р) + ЛР (1.5)

dP2~ 37/ ..« JiY֊l)*2Nu, }
IT ----------- <’-6>



ир^-р 1,47р'/։-0,ЗЗР
<₽'=-Гр-’ (₽2 =----- Гр-----

Здесь I - время, X - координатная ось, и - скорость частиц смеси, R ■ 
радиус пузырьков, [3 - объемная концентрация газа, у = СР2/Су2- показатель 

адиабаты газа, |1 = + о(|3)] - динамический коэффициент вязкости сме

си, а - скорость звука, к2 - коэффициент теплопроводности газа, No - чис
ло Нуссельта, остальные обозначения общепринятые. Индексы 1 и 2 отнесе
ны, соответственно, к параметрам течения жидкой и газовой фаз. Парамет
ры, характеризующие движения всей смеси, индексов не имеют. Поправоч

ные коэффициенты ф1։ф2 учитывают конечность величины (3 и неодиноч- 
ность газового пузырька в безграничной жидкости [1,7]. Использование урав
нения (1.6) позво-ляет в первом приближении учесть несовпадение темпера
тур в фазах.

Комбинируя соотношения (1.4), характеризующие условия сохранения 
массы газа в пузырьке, и совпадения скоростей частиц жидкой и газовой 
фаз, получим

1 1 <7р, 1 Эр2 Эр2 = Зр2 А?
Р(1-Р) А р, А р2 А ’ А Я А

Учитывая (1.7) и определение плотности всей смеси (1.5), уравнение не
разрывности смеси (1.1) преобразуется к виду

(1.8) 
р։ л R л Эх

Используя уравнения (1.7), (1.8) и (1.3), из определения давления всей 
смеси (1.5) находим

А А
и-фЗрЛ-тг+О-ч^-р. — +

А 2 \ А)
(1.9)

+1рЖ__Я£Г _4ц АП
Я А а, А\ 2 Я А >1

Комбинирование уравнений импульса смеси (1.2), пульсации пузырька 
(1.3) и состояний (1.4) дает

Эи Эи 
э7+“э^ Т-Д Эх Я Эх I Эх

/, у „Э2Я(>-<₽. )р.л֊^г +

4р А? Я</(п 4рАП] 4 Э2и 
Я А а։ А1 2 Я А 7 3 Эх2

(1.Ю)
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Исключив из рассмотрения в уравнении (1.6) давление в пузырьке Р2 по
средством уравнения состояния калорически совершенного газа (1.4) и ис
пользуя (1.7), будем иметь

дт2 дт2 з(у֊1)т2(йк
—- + и—— +-------------- -— + и—-
Э/ Эх Я \ Э/ Эх у

3 Аг2Ми
2 р2Су2/?

(Г2-Т„) (1.11)

В зависимости от величины теплообмена между пузырьком и жидкостью в 
газожидкостных смесях скорость распространения возмущений в предельных 

случаях совпадает либо с изотермической а։, либо с адиабатической 
скоростями звука в смеси, которые задаются формулами [2,3,11]

1__ (1 Ро)ро РоРо _0 1__ 0 Ро)ро РоРо _ д р

аг0 Р10л։<0 Л) д/о Рюа1/о
Здесь и далее индекс 0 отнесен к состоянию покоя. Первый из режимов 

реализуется при ГЧи —><*>, а второй - при Ми —» 0. Дифференцируя по р, 

тождество ^1(р։,-5|) = ^1[Р1>7'1(Р]»^)] и учитывая постоянство температуры 

в жидкости, нетрудно показать, что аи = = ах.
2. Асимптотические разложения. Предположим, что по невозмущенной 

покоящейся смеси в направлении оси X распространяется волна, в которой 
избыточные значения всех параметров течения малы по сравнению с началь
ными. Примем, что величины возмущений параметров имеют такой же поря
док малости, что и массовая скорость частиц смеси

и = еаои, Р = />О(1+£Р՛), Р;=Р0(1+£Р:), р = р0(1+ер)

р,=р.о(։+ер;)> Т2=Г։(1+еГ՛), Я=/^(1+ек), Р=Ро+<Ф’ (2-П

а, =а10(1+е^), (։ = 1,2)

Здесь £ - безразмерный малый параметр. Рассматриваемую область тече
ния считаем областью коротких волн. В этой области, примыкающей к удар
ному фронту, изменения избыточных величин, характеризующих возмущен
ное течение, происходит весьма быстро, несмотря на их малость. Ширина 
области течения, где сосредоточены возмущения, мала по сравнению с рас
стояниями, на которые может распространяться волна. Поэтому, для после
дующих преобразований и упрощений уравнений п. 1, введем систему коорди

нат, движущуюся со скоростью звука а0 невозмущенной смеси [8,9]

։ = х = а01 + Ьх} (2.2)
а0А
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где 1_ - характерная длина в направлении оси, Д- второй безразмерный ма

лый параметр. Напомним, что д0, в предельных случаях совпадает либо с 

изотермической ае0, либо с адиабатической а,0 скоростями звука в смеси. 
При упрощении уравнений в дальнейшем будут удержаны лишь главные (по
рядка 1) и старшие (порядка £) члены и штрихи над возмущениями парамет
ров течения будут опущены.

Применяя преобразования (2.1), (2.2) к уравнениям (1.1)-(1.3) и (1.7)- 
(1.10), удержим главные члены. Учитывая, что в системе координат (х։,/ ) 

волна распространяется по покоящейся смеси, проинтегрируем получаемые 
упрощенные уравнения

р = И> /’ = /’, =Л=֊«. р, = —1-(и + ЗРЛ) 

'О 1 гО
2 (2.3)

р2=֊ЗЛ, Л = -^-Н> Р = РО(М + ЗЯ)

В рассматриваемой газожидкостной смеси пусть величины (1.12) невоз

мущенных предельных скоростей звука ае0 и близки одна другой. По 

предположению, скорость а0 распространения волны малой, но конечной 

интенсивности, не совпадает ни с ае0, ни с а,0 и потому примем

«0 - » Д/0 - а0 = / (2.4)

Очевидно, что и (5^ - постоянные величины порядка единицы, свя
занные между собой, согласно формулам (1.12), соотношением

а, = _0/+11г!₽оРо4 (2֊5)
' е у 2Р0

Отсюда следует (у — 1) ~ €, что соответствует пузырькам, наполненными 

многоатомным газом (например, пропаном С3НЬ при 0,1 МПа и Т=280°/к). 

Комбинирование уравнений состояния газа, (1.8) с формулой (1Р} = а։2^р, поз
воляет записать уравнение неразрывности в форме, удобной при рассмотрении 
режима распространения возмущений, близкого к изотермическому

зт2<ш\
Т2 I Л R Л )

4(1֊Ф|)р1Л^+(1-ф^з +(2.6)

-Л֊—֊Ь
I R Л Эх) I R Л дх)
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Ввиду того, что искомое уравнение должно быть получено из упрощенных 
в порядке £ системы уравнений (1.10), (1.11) и (2.6), преобразование (2.2), с 
учетом определения (2.4), очевидно, можно переписать в явном виде

Э Д д а„ ,, > Э д 13
— = — а.,.—г----—(1 + еа )----- , — = ---------
г)1 £ Э/ I. ' Эх, Эх £ Эх,

Применим преобразования (2.1) и (2.7) к уравнению (1.11) и 
упрощении оставим главные члены. Получим

(2.7)

при его

Эх, Эх, 2 Рс Х2
(2.8)

Здесь Ре- число Пекле, Х2 = Л2(ср2р20) - коэффициент температуро

проводности газа. Для того, чтобы в (2.8) все члены были одного порядка, 
необходимо принять

Т~е, ^֊4 
Ре I/

откуда следует, что возмущение температуры - величина более высокого по
рядка малости, чем величина массовой скорости частиц смеси. Разлагая 

функцию ах =а1(р։,7'։) в ряд Тейлора в окрестности локального термодина
мического равновесия и используя формулы (2.1), (2.3), находим главный 
член разложения

а, =(т-1)-£^«, т = — 
Рю«ю "10 1ЭР1

(2.9)

Применение преобразования (2.1), (2.7) к уравнениям (1.10) и (2.6) и их по
следующее комбинирование позволяет исключить из рассмотрения член порядка

единицы Э/?/Эхр при этом получаемое упрощенное уравнение, кроме старших 

членов порядка £, содержит также член порядка единицы Эм/Эх1 с коэффи
циентом, в точности совпадающим с первой из формул (1.12). В теории коротких 
волн известно [8,9], что члены порядка единицы упрощенного уравнения связаны 
с переносом массы и импульса смеси. Поэтому в полученном уравнении 
вышеупомянутый коэффициент необходимо приравнять нулю, и, тем самым, 
снова придем к определению (1.12) изотермической скорости звука в смеси. 
Далее, подставляя соотношения (2.3), (2.9) в члены порядка £, находим

. Эи. , \ ди,
Л—- + е(а,и. -о,)֊

Э/ Эх,

—5 +^.^»8 1

Ке ՛ "10 ‘)

% 
ьг

Э3и, 
Эх’

(2. ։о)

1ЭТ Кс=Р2Чо ±„
2 Эх, ц Р„
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а.
(։ Ро)РоРоа<о . О Ро)РоРоЙгО

т------------- --------------------+ 1-------------------------2------------

Р։оаю |_ Рюлю

§ =1( I + Ро^о А ]з1 Ро ')

, (։ Фю)р1Оа<0 А с 71 , (, Ро 1 Ро)роа,о
а, =--------------------А . О = —, А = 11-----------у 1----------------; 

б/’о 2 \ Р10°>0 7 Р10Л10

Если же исходить от альтернативной формы записи уравнения (1.9), удоб
ной при рассмотрении режима распространения возмущений, близкого к 
адиабатическому, и проделать аналогичные выкладки, то снова придем к уп

рощенному в порядке £ уравнению (2.10), в котором заменены ае0 на а/0, 

О, на - Оу, а, на ОСу, где

0 — Ро)РоРоа/О Т+1 , 0“Ро)роа/о
а, = т-------- -—----------- 1--------- 1---------------- -------

Р։оЛю РюЛ։о

Ввиду того, что (у — 1) ~ Е, в рассматриваемом приближении (порядка £) 

а, = ОСу = (X и в коэффициентах уравнения (2.10), везде можно заменить 

а#0 на «0, то есть принять (1е = </у = (1, 8, = 8 у = 8, Ае = Ау = А. Исклю
чив возмущение радиуса пузырька в уравнении (2.8) и комбинируя его с 
уравнением (2.10), приходим к окончательному уравнению, описывающему 

распространение возмущений со скоростью д0, не совпадающей обязательно 
ни с одной из предельных невозмущенных скоростей звука:

А-
Эи, / чЭи, ( 1 _ ц, ։ Д' /<; ,?«.
■тг+цац-а,)<-։■- —5+——5,+—8ГI—-֊+-֊<7—-֊ = 

д։ 7 Эх, R« Ь а,,, 2 Эх;2 7; Эх’

(2.11)

= 77— 
Эх,

Л^+е(аи,-а,)^- 
от

—8+——8 
Ие Ь а,0

Э2“, I

Эх2 £2 Э^

2 Ие
Зу 1} Ии ’

8г=(у-1)[1֊^1-^в’

Р10Я10

Здесь вторые слагаемые в круглых скобках ответственны за учет эффекта 
сжимаемости жидкой фазы и исходят от уравнения (1.3). Существует и иной 
альтернативный подход к учету сжимаемости, предложенный в [1].

Для сохранения требования сплошности рассматриваемого континиума при 

воздействии на него умеренных (Ро < 3 МПа ) давлений, обычно [7,12], на вели

чину объемного газосодержания налагается ограничение сверху: Ро <0,1. Для
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Уравнение движения манипулятора определим в форме Лагранжа 
и представим в векторном виде

«*=/(*. * ,М )  (1.1)
где управляющие силы и моменты, развиваемые при
водами, расположенными в шарнирах О/.

Между обощеиными координатами манипулятора ст./ и координа
тами, определяющими положение схвата. имеется следующая связь:

x = J ( a v a2.....ап) ( 1.2)
Пусть в пространстве переменных 1,2,3) задана некоторая

линия, которую с учетом (1.2) представим в виде

...в„)=0 
? 2(а „а2,,..,ал) = 0

Функции ф/ (а1,я2,.,.,я,1)==0 в пространстве переменных а/ ( i=  

=  1,2,..., п) представляют собой гладкие гиперповерхности. Пересече
ние Q этих гиперповерхностей является (п— 2 )-мерным гладким много
образием, если в каждой точке a(;Q векторы grad ©/(а) (/= 1 ,2 ) ли
нейно независимы [1].

Пусть требуется за время t (. [to,T] из начального положения 

x (t0)= x °,  x {t0) = x °  привести схват маиитулятора на линию (1.3) со 
скоростью х (Т )= а  и с минимизацией некоторого функционала, ха
рактеризующего качество переходного процесса: 

т
у_. Гф(а, (1 4 )

) |/И(*)|</я

Введем фазовые переменные

а/— У/> а/яяУ/+л(1':=1»2»-,я ) (1-5)
Начальное множество представляет собой г0= (2 « — 6)- мерное глад
кое многообразие S 0, а конечное Г\ —  (2п— 5 )-мерное гладкое много
образие S i в пространстве переменных {у/, y/+n}

Векторное уравнение (1.1) и функционал (1.4) в фазовом про
странстве (1.5) представим в виде

y ^ F (y ,M ) ,  y% S°  ( 1.6)

у =  № (y ,/M )rf< -m in  у)

J |
‘о

соответственно.
2. Математическая формулировка и исследование задачи. Пусть 

движение механической системы описывается векторным дифферен-
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dv dv N +28 S2v 3’v 
a7+va7_^-a7+‘/aP՜

„ Э I dv Sv c S2v S’v
= JV — — +v------8—T + d —

dx I dt dx dx dx1

Линейное приближение. Применяя к полученному уравнению преобраз 
вание Фурье

v(k,/) = y- j v(x,t)exp(-ikx)dx

нетрудно выписать общее решение

v(x,<) = jv(k,0)exp^t d!?t- nW
+kx - 8kt+—r~—2(l + №k2) •dk

где спектральная функция У(к,0)есть Фурье-трансформанта начального у։ 

ловия. Здесь к- безразмерное волновое число.
3. Асимптотические решения. Для получения простых аналитических ре 

шений перейдем к исследованию предельных случаев.

Длинноволновое приближение. Полагая N2k2 «Л, из общел 
решения находим

k2/ dk

Коротковолновое приближение. Если же полагать №к2 » 1, 

общего решения имеем

(3.1)

v(x,/) = ехр---- —
I 2N

V(k,0)exp <pk3Z-y + kxl- 8k2f dk (3.2)

Из решения (3.2) видно, что учет тепловой релаксации в пузырьке приво 
дит к экспоненциальному затуханию во времени амплитуды волны. Такой же 
закон следует из линейного варианта уравнения, описывающего квазиадиа 
батический режим распространения волны.

Пусть начальное условие задается в виде

v(x,O) = х2 exp(-m2x2), т = const

Тогда, можно искомую спектральную функцию выразить через эле-мен- 
тарные

(3.3) 
4/л V 2т ] 4т )

Подставляя (3.3) в решение (3.1) и применяя теорему о свертке функций, 
в длинноволновом приближении получим
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1 / ч-1 тГ т2 А
у(х,/)=֊7=(1 + 4/л25./) 2 (М/) з | 26./+----------— |х

' Д 1 + 4т28./)

(3.4)

где А։(.у) - функция Эйри. При Г —> 0, используя свойства функции Эйри [13], 

нетрудно показать переход решения (3.4) в начальное условие. Разлагая в реше
нии (3.4) функцию Эйри в ряд по степеням г и используя интегральное пред
ставление гамма-функций, после применения формулы Лежандра находим

/, * г(3</./)4£ ’
т(1 + 4тб,/) я=0(2л)!

1 + 4/л26./
“2--------- Х
т /

Выпишем асимптотические решения далеко впереди и позади фронта волны, 
для чего воспользуемся предварительно формулами асимптотического разло
жения производных функций Эйри при больших значениях аргумента [13]. Да
лее, ввиду сходимости получаемых рядов [14], получаем соответственно:

прих(3</./) з -*«>

(3d.tr) < Г
4т’ [

1___ х__
2т2 за.։

у(х,/)
2( х V 1+4т28./ х 
з[^3аа} + 4т2 ЗЛ/

При х(3</./) ’

(3.5)

Очевидно, что характер поведения возмущений определяется вторыми слагаемы
ми в выписанных решениях, при этом далеко впереди волны эффекты вязкости и теп

63



лообмена противодействуют, а далеко позади - способствуют затуханию возмущений. 
В длинноволновом приближении учет межфазного теплообмена аналогичен воздей
ствию второй (продольной) вязкости на процесс распространения возмущений и од
новременно приводит к уменьшению эффекта дисперсии.

Перейдем теперь к исследованию распространения линейных волн в коротко
волновом приближении. Подставляя выражение Фурье-образа (3.3) начального 
условия в решение (3.2) и опять применяя теорему о свертке функций, находим

Легко проверить, что при I —> 0 данное решение переходит в заданное 
начальное условие. Как и выше, следуя известной методике [13], решение 
(3.6) можно представить в виде

1 1 I х—֊( 1+4т28т(1+4т2&) ‘ ЗСХ(\ 2Л')^О ’[ й2 ]

Аналогично выводу асимптотических решений (3.5) длинно-волнового при

ближения, можно получить: при 

фронта волны)

оо (далеко впереди

4/л- 3<//

1+4/л2& Х-//2
—ехр за։

— |(3<й) 3 —> —оо (далеко позади фронта волны)

----- ехрза։
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Таким образом, в коротковолновом приближении межфазный теплообмен 
усиливает эффект затухания возмущений.
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