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On «he One Method of Amplitudies Definition of Horizontal and Rocking Vibrations 
of Solid Heavy Footing Lying on the Elastic Homogeneous Half-Space with Cohesion

Рассматриваются горизонтальные и угловые гармонические колебания сцепленного с упругим 
полупространством круглого в плане жесткого весомого фундамента.

Решение задачи строится при помощи одной скалярной и одной векторной потенциальных 
функций. Определение контактных напряжений фундамента с упругим полупространством сводится 

к решению системы сингулярных интегральных уравнений второго рода. Выводятся аналитические 
выражения для определения амплитуд горизонтальных и угловых колебаний фундамента.

В частном случае из полученного решения динамической задачи получается решение 
соответствующей статической задачи.

Горизонтальные и угловые колебания жесткого круглого фундамента рассматривались также в 
работах [1-5].

1. Постановка задачи. Под действием горизонтальной гармонической на­

грузки вида Qe,M, приложенной на верхней поверхности круглого жесткого 

фундамента, сцепленного с упругим однородным основанием-полупростран­
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ством, и направленной параллельно оси Ох, фундамент совершает колеба­
тельные движения.

Граничные условия на поверхности упругого полупространства можно 
представить в виде (фиг. 1)

“х|։=о = -Т<о«'ш'

“.1-0 = 0 (’•1)

(х2+/<«’)

о,| = т„| „ = т_| =0
։1։«>0 в1։=0 ■у11х=0

(х2+/>Л2) (1.2)

Здесь Е - осадка центральной точки нижней подошвы фундамента под дей­

ствием собственного веса Р фундамента; - амплитуда горизонтальных ко­
лебаний фундамента, вызванных действием гармонической касательной силы

; Ха> ‘ амплитуда угловых колебаний фундамента вокруг оси Оу.
Осадка центральной точки подошвы фундамента под действием собственного 

веса фундамента считается известной из решения соответствующей статической 
задачи о действии жесткого круглого фундамента с плоским основанием 
вдавливаемого в упругое однородное полупространство с учетом сцепления.

Фиг. 1

Эта задача рассматривалась многими авторами и в работах В.И.Моссаков- 
ского [6,7] для осадки £ дается значение

е=Р(1+у)(1-2у) (13)
2ЕЛ1п(3֊4у)
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где Р - вес фундамента, Е - модуль упругости материала упругого 

основания фундамента, R - радиус фундамента, а V - коэффициент 
Пуассона основания.

Переходя из условий (1.1) и (1.2) к цилиндрической системе координат, 

для граничных условий будем иметь

“,|։.0 = -ксозфе"

“»|։^ = Т«.$!пФе‘“ (г<Я) (1.4)

"։|1=о-е = Х“'’с05<₽<г‘“

а.|։=о=х»и=т«Ьо=° <г>К) <’-5>

Представляем искомые перемещения в виде 

и,(г,<р,г,/)-и,п>(г,г) = и(,'’(г,г,/)с<»<р 

иф(г,ф>г,7) = иф)(г,2,/)51Пф 

и։(г,Ф,г,Г)-и<°>(г,г) = и<։')(г,г,/)со5ф 

й։,11(г,г,/) = и’|>(г,х)е'“ (։ = г,<р,г) (1.6)

-(о) -<0) где иг и и1 - осесиммметричные перемещения упругого полупространства 
от действия весомого фундамента.

Для решения задачи с условиями (1.4) и (1.5) представляем в виде 

(1.6) также и потенциалы Ф и 4х [8]

Ф(г,(р,г,/) = ф։(г,г)со5 фе'°*

Чх1(г,ф,г,/) = ф(։։)(г,г)5тфе**

՝Рф(г,ф,1,0 = -֊[ф{')(г,г)-ф<г|)(г,г)]со5<ре‘" (1.7)

Я', (г, ф, г, ։) = | [ V!" (г, г) + ф(2' ’ (г, г)] вш фе“

После произведения преобразования по времени, волновые уравнения для 
потенциалов и граничные условия, с учетом нулевых начальных условий, при­
водятся к виду
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(V2 + а2о։2)(р, = (72 + 62о։2)у'։" =0

(V2 + /Ло2 )у։1° = (V2 + /Л։2 )у 2’ = 0 (1.8)

2 э2 1 а а2 тV =------ к------ч-------------
” Эг2 гдг Эх2 г2

12 1 а2 1-2у
О — •> ՝ 1 —

с22 Ь2 2(1-V)

где С}, С2 - соответственно, скорости распространения продольной и попе­
речной волн.

А граничные условия (1.4) и (1.5) приводятся к виду

и*11(г,0) + и">(г,0) = 0

Н<')(г>0)֊<1’(г,0) = ֊2уо (г<Л) (1.9)

«;”('•,()) = Х„г

□«’(г.О) = Т^(г,0) = т(^(г,0) = 0 (г > R)

Уравнения (1.8) могут быть получены из основных уравнений для потен­

циалов Ф и Т, приведенных в [8].

Отметим, что функции \|/1 и \|/2 впервые были использованы в работе [9].

На основе условия = 0, существующего между компонентами век­

торного потенциала ЧИ, будет иметь место равенство

Э\|/,։) 2 г,) _ Эш(։) _Лк+^-+-у(21, + 2^- = 0 (1.10)
дг дг г дг

Перемещения мл(1>, и представляются при помощи потенциалов 

следующими выражениями:

Эг г 1 2 Эг Эг )

ио>(г>г) = _Фк_^+1Г^+^

г дг 2^ Эг Эг )
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и'"(г,г) = 2шо)— — — У 2
дг

На основе представлений (1.6) и (1.11) в аналогичном виде представляют­

ся также и компоненты напряжений и .
При абсолютно жестком фундаменте и выбранной координатной системе, 

согласно (1.4), (1.5) и (1.9) для касательных напряжениий под фундаментом 
допускается равенство

^)(г,0) = -т(»(г,0) (1.12)

Для определения введенных неизвестных амплитуд и должны быть 
использованы динамические условия равновесия фундамента, которые запи­
сываем в виде [2,4]

Ят=1.=о</п=^'“-£—-

Я<.лй=0 о (1-13)

1։ж0 9*2(?

где О - область контакта фундамента с упругим полупространством; () - ампли­
туда динамической силы, приложенной на фундаменте в горизонтальном на­

правлении; Р - вес фундамента; £ - ускорение на поверхности Земли; М - 
ампгнтупд, момента, вызывающего угловые колебания фундамента вокруг оси 

Оу, если центр тяжести фундамента находится на высоте Л от контактной 

поверхности фундамента с упругим полупространством, то М = к().
В (1.13) учтены инерционные силы, появляющиеся из-за веса 

фундамента.

Введением обозначений с/։)(г,0) ֊ Са(։П(г,О)) и Т^(г,0) = Ст^(г,(о), 

условия (1.13) приводятся к виду

(1.14)

Г 2 (О, Ч , м 16РО)2Л2Х„ гга, (г,со)</г =---------------—{ пв 9п։С8
где второе условие из (1.13) удовлетворяется тождественно.
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2. Определение контактных напряжений. Для решения задачи с граничны­

ми условиями (1.9) и условиями (1.14) функции ф։(г,г) и \|/,(г,.г) 
($=2,1,2) ищем в виде интегралов Ханкеля

<Р1(г,г) = |рЛ(рг)ф1(р,г)4р, у',"(г,г)= }рУ1(рг)ф'"(Р>г)</р

О о

у,”(Г,г) = /Р/оСРНу!” (Р,г)йр, 4°(Г.г) = ]р/г(Рг^’ф.г)^ (2.1) 
О о

Здесь путь интегрирования проходит вдоль вещественной оси плоскости 

р, ф։ (р, г) и у^(р,г) - функции, подлежащие определению при помощи 
граничных условий (1.9), выражений (1.11) и подобных же выражений для 
напряжений.

Используя представления (2.1) в уравнениях (1.8), для определения 

функций ф։ и ф/11 получим уравнения

Э2Ф, 
Эг2

-ц’Ф. =-Ж-н5Ф (,|) = о ($ = г,1,2) (2.2)

где введены обозначения

Ц. =(Р2 -а2со2)*

ц, = (Р2-*2ш2? (2.3)

При составлении решений для уравнений (2.2), которые получены исполь­

зованием зависимости от времени множителем вида ехр(+КО/), вдоль пути

(п2 <о2 У
интегрирования функции р----- — берутся неотрицательными веществен-

I си)
ными частями, то есть по пути интегрирования вдоль действительной оси в

п . со
плоскости р обход точек-------- производится снизу, а точек 4------------свер-

с1,2 с։,2

ху. Тогда экспоненциальные выражения и е и>։ при 2^0 будут 
соответствовать уходящим волнам [10]. Исходя из этого, поскольку мы 

рассматриваем упругое полупространство 2>0, ограниченные при г —» 
решения (а также и единственные) уравнений (2.2) следует взять в виде

<р|(Р,г,<о) = В(|)((),<о)е՜*1՛', ф‘,'>(Р,г,о>) = В,"|(р,<о)е-,‘*' ($=г,1,2) (2.4)
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Используя далее представления (1.11), (2.1) и (2.4) на поверхности упру­
гого полупространства, будем иметь значения

=-у / (V, (Рг)</р{2ц>'\М) +

° _ (2.5)

+р[в,|1,(р,<о)+в;"(р,М)]}=}(и,(рг)«‘1)(р,о,Ш)<ф

о

«:,)(г,О)+«’,)(г,О) = )р/2(РгИ[рв^(р>Ш)-рВ(')(Р,<о)-

0 (2.6)

-цХ’(Р.со)] = / РЛ(Рг)[«‘1>(Р,0,ш) + «‘'’(р,0,со)]<ф 
О

«У’(г,0)-<,|(г,0) = ]р/о(рг)</р[рву|(р,о>) + рв(,)(р,со) +

“ (2.7)

+ЩВ1",(Р>ы)] = |р/0(Рг)[й՝1)(р,0,О))-й^)(р,0,<о)]г7р 
О

°1;)(Г’0) = [ РЛ (Рг)<ф{(2р2 ֊ *2со2)в(,)(р, со) +
в ° . (2-8)

+Рц։[в|<|)(Р,со) + В2||(Р,со)]} = /рУ1(рг)а1։'>(р,0,со)сф
О

в : <2.9)

+р2В‘”(Р,со)} = } р/2(рг)[т^1(р,0,со)+^(р,0,со)]<ф

О

т(1)(г 01 -#(г 01 “ гс я ’ =֊}р/о(рг)с<р{и2в5')(р,со)+грцХШ<■>)+

_° (2.Ю)

+Р2^"(Р,со)}=)р/0(рг)[г«|(р,0,со)֊г1»(р>0,со)]<7р 

О
Учитывая граничные условия (1.9) и выражения (2.5) - (2.10), решение 

задачи приводим к системе сингулярных интегральных уравнений первого 
рода следующего вида-
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] «<;> (г,<о)Л / Л, (Р,со)Л,(Р/) У, (Рг)<ф-

(0<г<Я) (2.11)

֊1 <о|,,|(/,<о)л] £2(р,со)/|(р/)7,(рг)</р= 
о о

}^)(/,(о)л]л։(р,со)Уо(р/)Уо(рг)^р- 

О о
(О < г < R) (2.12)

ю(։” (/,со)Л { £, (Р,а>)Л (р/)/0(Рг)45 = 2у„ 

о о
Здесь использованы также следующие обозначения:

|р/1(рг)0<։°(р,О,со)<<р = !а'

О (О

}р/о(Рг)[^։(Р,0,со)֊^(р,0,Ш)]^р =

£>(Р, со) = 4Р2ц,ц4 -(2рг -*2о>2)2

Р2(2ц.ц» +*2С02 -2Р2) = О(р,со)£,(р,со)

ц„р/>2со2 = £>(р,со)£7(р,ш)

Р[р(Р,со) + ц2*2со2] = |1։Р(Р,со)£5(Р,со)

(г<Л) 

(г>Л)

(г<Л) 
(г >К)

(2.13)

(2-14)

Интегрируемость подобных систем интегральных уравнений первого рода, 
полученных при решении динамических контактных задач теории упругости с 
учетом сцепления штампов с упругим основанием, в том числе плоских, 
осесимметричных и других динамических задач, исследовалась в работах 
В.А.Бабешко [11-13 и в др.].

В данной работе не является целесообразным провести дополнительные 
исследования об интегрируемости полученной системы (2.11) и (2.12). 
Здесь только приводится некоторое преобразование этой системы, которое 
делается для того, чтобы облегчить получение аналитических формул, 
выражающих амплитудные значения смещений точек под фундаментом и 
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угла наклона фундамента на поверхности упругого полупространства в 
зависисмости от геометрических и физических параметров фундамента и его 
упругого основания и других факторов, влияющих на колебания фундамента.

Уравнения (2.11) и (2.12), для определения безразмерных величин 

Ох (г,Сй) и Т^(г,со), связанных с контактными напряжениями на поверх­

ности упругого полупространства под фундаментом, записываем в виде

R
|/0‘')(/,и)А|у,(Рг)У,(р/)<Ур = Ф,(г,хт,<о) (0<г<Я) (2.15) 
о о

R
/Л(”(/,ф)л/Л(рг)/0(р/)гф = Ф։(г,уи,со) (0 < г < 7?) 
о о

где
R

(2.16)

Ф1(г,Хш,ю) = |«41)(Л<о)л[ 1-Аз(р,(0)
0

/? ОО
0й

1֊у
(2.17)

Л(рг)/о(МФ֊^
1-у

Ф2(г,Та,Со) = )<’(/, <о)л/ 1-^(Р,М)
2-у

/0(₽г)Л(Р')<^+

-}/О|։0(/,С0)л}^^У0(Рг)Л(р7)<(р+|^-

о о V 2 V
Используя здесь представления

(2.18)

0 о

}л(Рг)Л(Р<)г7р = 2 "'"г41 х20х

р„(рг)Л(р/)<7р

уравнения (2.15) и (2.16) можем представить в виде

х24х г ах։)(/,со) - "КГ / \
Л =у<»|(г>Х.,®)

^7)1/7^74
<й = |ф2('-,уа>«)
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Далее, применив формулы обращения Абеля из этих уравнений, получим

,,,, . 2 <1 г йх Л г ггЛг1,Ш * Л ! хМх2-։2) ! Мх2֊!

(2.19)

(0< / < /г)

(2.20)

(0</<Я)
Учитывая обозначения (2.17) и (2.18), из уравнений (2.19) и (2.20), для

определения безразмерных величин а. получим
следующую систему сингулярных интегральных уравнений второго рода:

R
а'1)(/,ш) = /(г,хш,ы) + |а'։'|(г,<о)К1,(/,г,а))& +

(2.21)

+|<)(г,(о)К|2(/,г,со)<& (0</<Я)

к
т^)(/,со) = /2(г,у(0,со) + 

о
R

(г,со)Лк22 (0</<Я)
о 

Здесь введены обозначения

/.(<>ха,<■>)=- „
л(1-у)7л -/

г!..............3_________ ___________

(2.22)

(2.23)

тг(2-у)7к2-/

(2.24)

*) *•* ։ уХ I о
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R •»
К2֊('’г’ы)=-^;^7ЙЬ(р’й))л(1к)С0<(к)'43 

/ *л 1 о

(2.25)

R «>
А'22(/,г,<о)=—-֊֊;— (-7== [[2-у-Ш<Фо№)«^)43

л(2-У) I аи

3. Определение амплитуд колебаний фундамента

Подставив значения правых частей (2.19) и (2.20), или (2.21) и (2.22) в 
условия динамического равновесия фундамента (1.14), и произведя интегри­
рования, для определения амплитуд колебаний фундамента получим следую­
щие выражения:

L Р(2-у)ог1 g(2-v)
7“[ 8G/?g 8GR

֊֊Л «?,"(*,<о)& j д (м)-/1(рг֊--п(р/г֊Ф֊
0 0 Р

֊֊ J ЛМ* j[2 -v-MMJ,(PZ)nin(P*)dp
-"о о Р

(3.1)

2Р(1֊у)(.); 
3x2GRg

3g(l-v)/i

8G№
֊^jZo',"(Z,<»)<fcj[l֊y-^(P><o)]jl(pZ)^^®jdp֊ (3.2)

-֊Г J ^'(х,<0)4 Д (Р,со)Л(Рг)^[
2Я о о Р J

При помощи этих выражений можно сделать выводы о характере зависи­
мости величин амплитуд колебаний фундамента от геометрических и физи­
ческих параметров фундамента и упругого полупространства, на котором 
лежит фундамент со сцеплением.

4. Решение статической задачи о действии сдвига жесткого фундамента 
касательной силой, когда фундамент лежит на упругом 

полупространстве со сцеплением

Из решения динамической задачи о колебаниях жесткого фундамен­
та, лежащего на упругом полупространстве со сцеплением, произведя пре­

дельный переход в соотношениях (2.21) - (2.25), (3.1) и (3.2) при СО —» 0, 
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можно получить решение соответствующей статической задачи и формулы 
для определения величин горизонтального сдвига фундамента на поверхнос­
ти упругого полупространства под действием горизонтальной сосредоточен­
ной силы, и угла наклона фундамента, а также систему интегральных уравне­
ний, для определения контаткных напряжений под фундаментом.

Произведя предельный переход при оз —> 0, из (2.21) и (2.22) получим

о(։1)(/,0) = /,(/,х0,0) + /г(;’(г,0)Х,3(/,г,0)& 
О

к
<)(<,О) = Л(/,То,О) + /0(։')(г,О)К2,((,г,О)<Ь (0</<К) (4.1)

о
где

л(1-у)>/л2-(2
ЛО>То>0) - 4То

л(2-у)7л2-/2

К12(/,г,0) = (1-2у)г (I

л(1-у) Л

R
I 

тах(/,г)

(1х

К21(/,г,0) = - 1-2у 
л(2-у)

R ,
1 2^ Г х2<&

(4.2)

/1(»,Хо,О) =

Аналогичным образом, из формул (3.1) и (3.2), получим

R

70РЛ^Я-^-г2)*
О 

и

R
։։=.3<^й.30^>|։Д777,„1(։,1)И (։4|

О

где у0 и Хо ՛ соответственно, горизонтальный сдвиг фундамента и угол 
его наклона на поверхности упругого полупространства.

Подобные формулы (4.1) - (4.4) были получены другим путем в работе 
[14].
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