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ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ 
СОСТАВНОГО УПРУГОГО ПОЛУПРОСТРА! 1СТВЛ

ПАПОЯИ С. О.

Исследуется осесимметричная контактная задача для 
упругого полупространства, имеющего цилиндрическую вы
емку, в которую вложен цилиндр из другого материала На 
обшей торцевой плоскости действует жесткий штамп. Ре

шенке задачи сведено к интегральному уравнению, затем—к 
квазивполне регулярной системе.

В работе исследуется осесимметричная контактная задача для 
упругого полупространства, имеющего цилиндрическую выемку, в 
которую вложен упругий цилиндр из другого материла Контактные 
задачи для упругого полупространства с выемкой рассмотрены в ра
ботах [I I]. Задача решается при помощи функции напряжений и 
сводится к интегральному уравнению, а затем—к квазивполне ре
гулярной системе.

Упругое полупространство имеет полубесконечную цилиндриче
скую выемку радиусом г=1, в которую вложен упругий полубесконеч- 
иын цилиндр из другого материала с радиусом г=1. Цилиндр по бо
ковой поверхности полностью сцеплен с полупространством (фиг. I) 
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Па граничной поверхности составного полупространства действует 
гладкий жесткий круглый штамп, радиус которого больше радиуса 
выемки а>1, то есть линия раздела материалов останется под штам
пом. На плоской граничной поверхности полупространства вне штам
па заданы нормальные напряжения. Трение между штампом и полу
пространством отсутствует. Упругий цилиндр имеет механические 
постоянные (г\, »„ а полупространство с выемкой—£?։.

Граничные условия и условия контакта имеют вид.

,0) ֊0 (0<г I) (П

Ц'>(г,0)=с (0г=г<1) (2)

т<-;>(г,о)^о (1 с<ос) (3)

6/0>(Г.О) =։( |.2>(г,0)=;(г> (<։<г<ос) (1)

{/<•>( 1, :)=Цг>( 1Ц»( 1 ,<-)=Ц-’т(1,т)

(0<г<оо)

Оо>( 1,г) = о‘->( 1,г). --։б(1,г)=т«։(1,г)

(5)

Бигармоиическую функцию напряжений для полубескопсчного ци
линдра удобно представить в виде [I]

ф։(г,г)=/-„г։ +

+ | + • рг/,(рг)|51п|тг«|1

о
(0<1=£1); (0«г<ос)

а для полупространства с цилиндрической выемкой—в виде [2]

ад|е -т-

(■)

+ I С։(|>)К(,(|>г) ; О2(|1)|тгК։(рг)]51пр?<2р

(|«5Г<оо); (0 г<ос)

где И'„(рг)-У„(|тг)Г։(|1)-Г„(рг)/1(!1), а ,/„(.т); У„(.с), /„(х) и Л',(х)- 
функцни Бесселя [5]

Пользуясь известными формулами [I]. выражающими компонен
ты напряжений и перемещений через функцию напряжений, и удов
летворяя усилиям (2) и (3), получим

Л՝о О.сЛ-З»,: 4(|т)=2т։в(|т)

а условие (1) удовлетворяется тождественно.
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Удовлетворяя контактным условиям (5), для определения неиз
вестных функций С;(п) и О,(р) (/= I; ) получаем следуя щую систе
му из четырех урзвн -чий:

С,(?)/,(?) • Ц(₽) ?/,(■?) ■ О|С.(?)К,О) ■ О,(₽) • &Л0(₽)|-О
С1(3)/0(3|т/Л(3)Н(| ֊.,)/„(?) '41'1֊

-0{С2(3)/<о(?)-/Л(и)| '( 1 ?/<1(?)|} -/■',(?)

С1(Р)/,(3) + О,(Р)|2(1—,)/,(?)+?ад)1 О)

1-Сг(Р)К>(?)-О։(?)12(1—։)Л\(?)-Ж?)|=-О

С,(?) | /„(?)֊ |+о1(?)[(1- 2’,)ШНЛ(₽)1 -

֊ с2(?)|/<0(Р) ■ |+£>..(?)[( I - 2<.)л;,(?)-?/<1(?)|=/;'։(?)

здесь (/ = 1; 2) определяются формулами:

/•■.(?)=о/-՝։(3) - — [ ֊ • (><>)

и

/г=<?)=4- (л/Чт-; 0=с>/0*: 
-’м (г4-гг 

о 

а 5*(г)=^(|0; (11)

Таким образом, все неизвестные, входящие в (6) и (7). выража
ются через В' (и) (II).

Удовлетворяя теперь смешанным условиям (4), имея в виду (8), 
для определения /Г(р) получим следующие парные интегральные 
уравнения, содержащие функцию Вебера [2—3]:

7 1 "'а ( 1֊)
о
х
^1ВЧр)И,0(|О-)4ф=е(т)-Л'1(г) (п<г<оо) 

О 

где 
оо

М(с)^р։{С2(?)Л։,(?г)-О.(3)|2(2-,;,)/<(,(Зг)-- 

о

(13)

Дополним первое уравнение (12) па интервале (»'>«) при помощи 
неизвестной функции /(г):
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j B,(ti)W։(v.r)d(u =

uc
1—a

G
■------/(Г) (<l<r<oo)1—

(14)

Отсюда при помощи формул интегрального преобразования Ве- 
бера-Орра для В*(р) получим

в«(и) =_^.. _^р/(г),Уо(к)(/г (15)
1-'2 д(։0 1-*а д(н) У

а

где

Л(|‘) - >'?(р)+-/;(р) (16)

Подставляя В’(и) (15) во второе уравнение (12), имея в виду 
(8) —(I!) и (13), после ряда преобразований для определения В((). 

связанной с /(г) формулой

(17)

получим следующее интегральное уравнение Фредгольма второго ро
да [2, 3,1]:

5(.т)|-с—Ф(л)+р(/)К(/,х)Л (а<л<оо) (18)

а

Ядро и свободный член этого уравнения имеют вил 

о

- 2G(l-,i^(p.v)j|e-1“'+rJdp (19)

Ф(х) = —fy'-—■— drG, JVr^-x’ 
Л

В (19) введены обозначения:

u)1(px)=<.>„(p-f)[f(iO֊<W)l+2(l-՝'>)2(l֊’.)X 

xk(i‘Wi‘)-iHG

w։(p.v)=։.Jo(!1x)A(p)+2(l-v,)[P(|l)+(l-px)Q(p)l

“o(p՝)=(l-G)| 1—|*л+р«։(|‘)|-2(1—'։)G

A,(p)=(l-G)։ • NM ■ 7(p)-|-2(l—'։)2(1 —v,)GQ’(|.) +
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4-2(1-^(1-С)£(и)|2*,(р)-1/|Ч+2(1 -։)(1֊0)0ЛЧ|‘) X

(20)

|2»։(|‘)-НЛФ

«,И=^; М1‘)=֊֊: Ми)-1*11 «.(!*) М|>>|. 
Л(и) Мн

Л'(Р)=|‘|1->?(!*)! 1^—Р(|0=М1‘)
I1 н

®)=и|1 -««и) 1 + 2^5-’: <?(!*)-*,(!*)+М|*);

1‘
£(|‘)=1*1I—*’(р)| г 4(1 —'ОМв):

При получении уравнения (18) были использованы следующие 
формулы (4,6]:

1՛ ' )Уо(рг)_ СО5|Щ-)',(|1)-51||рЛ-./,(р)
.՛ Л’-№ р
.г

ГI>|со5^л-)/1(?)-$1п^л-У,(3) I Я* е՜“ (21)

« Д(?)(1** ՛ ?’) ' 4 ' К,(|.)'

| 7'('.1-у)7'(|^)</„ =.— |'’(։֊ ՝)1 Ч''-! -«) ] -

и 4(|‘)

- — 1 л<1± г֊.(, „)</,,.
2 ./ к,(и) 

о
где

Ц|1-։)='СО8рхГ1(|1)-։1п|1Л-/1(|1). (22)

Дл։| снедения интегрального уравнения (18) к бесконечной сис
теме линейных алгебраических уравнений представим функцию 5(л՜) 
в виде ряда по многочленам Лежандра:

5(л-)-|-с=1у.т V ХтР2„^1(а1х). (23)

Подставляя (23) в (18) и используя ортогональность функций 
Лежандра для неизвестных коэффициентов Л'„, получим бесконеч
ную систему

X. А/пДЯ| и՜} * 1 .) (24)

где
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| П»(х)Лх 1 П„,(О[л/ • Л(/,х) | 
11т— 1)а.» .)

« а

Ь„= I П„(л)[лФ։(л-)|֊</л

а

П„(Х)=Р,„(«/х)-Р,(,.„(п/х) (25)

Ф֊(х)=Ф(л)-гП^1 —
Л Ми) 

и

1г»--Ц(ЯЧ.Г)

НЛ1(н)д(н) I |1

Учитывая оценки для многочленов Лежандра (6)

М^а-х’))''1 и<։ (26)
н поведения функций К(1,х) и Ф(д) показывается, что сумма моду
лей коэффициентов бесконечной системы убывает 

а свободный член имеет порядок О(1,?/3/2).

Отсюда следует, что сумма модулей коэффициентов и свободные 
члены бесконечной системы (24) при возрастании номера п стремится 
к нулю не медленнее, чем Следовательно, система (24) ква- 
зивполне регулярна.

Равнодействующая контактных напряжений Р определяется из 
условия

I а

’<”Гг.0)г</г Н ՛ г ■ с1г= ~

которая также показывает связь между силой Р и вертикальным пе 
реиещепием штампа с, которое фигурирует во всех полученных вы 
ражениях.

ТНЕ ОХШММЕТЮСА!. СОХТАСТ РИОВЬЕМ ЕОЙ АМ 
СОМРО51ТЕ ПА1.ЕЕ ЭРЕАБЕ

5. Н. РАРОУАЫ
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Ս. Հ. «1Ս.4118Ա.ՆԱ 1Г Փ (I '1' II I' 1Г

Դիտարկվում կ գլանա յին խոռոչ ունեցոգ կիսատարածության կոն֊ 
տ ակտային խնգիրր, երբ խոռոչի մեջ գրված Լ ուրիշ նյութից պատրաստված 
գլան, իսկ ընգհտնոլր ճակատային հարթության վրա գործում է կոշտ դլւ- 
րոշմր։ եւնգբի լուծումր բերված է ինտեգրալ հավասարման, այնուհետև 
բ վ ա գ իլ ի ո վի ն ռ ե գ ո պ յ ա բ հ ա մ ա կ ա րգի:
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