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СТРИНГЕРОМ

ГРИГОРЯН Э. X., ТОРОСЯН Д Р

Рассматривается задача для упругой бесконечной плас­
тины, усиленной двумя одинаковыми взанмно-перпенднкуляр 
ними бесконечными стрингерами или, что то же самое, уси­
ленной крестообразным бесконечным стрингером. Пластина 
деформируется под действием сил. приложенных к кресто­
образному стрингеру, симметрично относительно его центра 
н направленных к центру стрингера или наоборот. Задача 
заключается в определении контактных усилий, действующих 
между стрингером и пластиной.

С помощью преобразования Фурье задача сводится к решению 
системы разностных функциональных уравнений относительно трапе- 
формантов Фурье контактных сил. Дается замкнутое решение этой 
системы функциональных уравнении. Получены асимптотические фор­
мулы, характеризующие поведения контактных сил в окресностн цен­
тра и далеких от него точках стрингера.

Пусть упругая бесконечность пластина толщины /։ усилена кресто­
образным бесконечным стрингером с модулем упругости и с пло­
щадью поперечного сечения /*\. Пластина деформируется под дейст­
вием сил Р6(х—л)6(т/), Ро(х4-ц)''( у), (Щу—а№(х), О'՝(У'Ьа)'Хх) 
(фиг. 1). Относительно крестообразного стрингера принимается мо­
дель контакта по линии, то есть считается, что контактные касатель­
ные усилия сосредоточены вдоль средней линии контактного участка, 
а для пластины предполагается, что во время деформации она нахо­
дится в условиях обобщенного плоского напряжённого состояния. Тре­
буется определить контактные напряжения, действующие под стринге­
ром.

В силу вышесказанного, уравнения равновесия стрингера запи­
шутся в виде

р
0(х֊О'(|,(О^ Ч--------- (Н(х4-а)—6(х—л)|= 1 Г

4х ,)
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где О (л՛)—функция Хевисайда, и°Цх), ‘гИ|>(//)—горизонтальные н 
вертикальные перемещения стрингера соответственно, ^<2,(у)
—интенсивности горизонтальных и вертикальных контактных касатель­
ных сил соответственно.

Из постановки задачи нетрудно заключить, что х<։>(лг) н 
нечетные функции.

С другой стороны имеем

/, «Ù21 (З-УХИ-У) м л _ (1±^...
rf.v J t - X 4Е- (х։ V)=

rfy 4~Е Лч~У •)-£■.՛ (у’+/։)՛ 
— ОО — О»

(-оо<л-,у<оо)

где v—коэффициент Пуассона материала пластины, а Е—ее модуль 
упругости, //‘•'Цд'.у), 1»(2Чх,у) ֊горизонтальные и вертикальные пере­
мещения пластины соответственно.

Теперь, удовлетворив условиям контакта

du^(x) = du^(x,0) ֊сю<х<оо 
dx dx

dk)W . . do<2) .
—_(y)= (O.y).
ay a y

-oo<y<oo

и имея в виду нечетность функции •։<l>(x) h i(î>(y). получим

=->։J e(z-x)-.i0(/)d/ p>fi(a-x)

- |Y—+—- — I ֊֊^֊ =
nJV(— y >)+y ! -Ц/'+у')

0 0

—-՛c Ja( ч-y)^( ’;)</’!+ Q' oH(« - y)

H)

где

Л='+1
3-v

4ЕЛ
fsG(3—)(i֊i--)
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Таким образом, задача свелась к решению системы сингулярных 
интегральных уравнений (I). Решение системы уравнений (1) ищем 
в классе функций, равные нулю при нулевом значении аргумента и 
суммируемые на полуоси [0, оо). Для решения системы (I) сделаем 
замену переменных х=ае1', ■1-=аеи, ч=а • е", у=а ■ е™, получим

ЧА -՛•>•)

=— 'i. |0(«—7i):<,>(<ie")d« + /P|B(—-а) (2)

(—оо<-о<сю)

I Г/ 1 , 1 \ .... 2Д ГЦ-<;•։»-«>)
— ---------- --1-------------- \-S-,(ue")dii---------I !---------------- i-.(l>(aeu)rfu=■J\l—e6'՜" l-f-e““ 1 п J(!+(>’<“-“>)

и — w)-v,(ae“)du iQft(-w)

(—oo<w<oo)

где /=)„<։, Q,= —, P,= —.
a a

Применив к (2) преобразования Фурье, задачу сведем к решению 
системы функционально-разностных уравнении

«clh ֊ ;(‘>(a)+/а(а+‘)Л ^>(a)+ (з)

“ sh —
2

« . Cth^ >(«) |- 7">(a)+>.-J,,(a—)=>Q,
- sh —

2 
(֊ l<lma<0) 

где

|-.։*>(ое“)е”“Л/ (Л=1,2)

Сложив первое уравнение системы (3) со вторым, а затем высчитав 
из первого второе, получим два независимых функциональных урав-
пення

К1(։)?!<։) : '».(’ -()='■/< 
К։(»)?։(») !֊'?։(։—0=>Лг

(!)
(5)

(-1<1п1><0)
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где

?,(։)= ■: '>(։) —(։)=т!М(։)— т<։1(а),

К։(о) = —

/<,(») =

а/сй^—1(а •>։

511 —
2

Сначала рассмотрим уравнение (4) н его решение ищем в виде

?■(’)=• Т1(«֊<)=------------- (6)

ей — 511 —
2 2

где Г(а)—известная функция-гамма.

Подставив выражения ։р|(а), <р։(а— <) из (6) в (4), получим 
функциональное уравнение

яЬ— 
2. ՝ <7>

Г (1 4-/а)

при условии

7\(-/)=0 <8)

где

сИ 4-

Для решения (7), (8), рассмотрим функциональное уравнение 

(9)

при условии

)',(-<՛)=։ <։°)
Решение уравнения (9) при условии (10) строится методом, изло­

женным в работах [1,2], и имеет вид
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>'։(։)=ехр| — у |(с111я(։-5) + с1Ьп.5)||1Д1(։)</х|

(—1<| тз<-<0)

Итак, мы представили В։( ։ ) в виде

я։(«) У(~] (—։<1||”<0) (И)

Имея в виду (II) и разделив обо части уравнения (7) на эЬга, полу­
чим

_ _ )./?, Г.(а—։)5Ь -
)Л1(»)Л(7) ,'>'■(»-<՛)/՛,(»-!՛) =_____________2

511»а 1 з1к֊(а—/) $ЬкаГ(1+/а) ՝

Дале, применив к (12) обратное преобразование Фурье и имея в виду 
теорему Коши о вычетах, получим

Л-. I >7>)7,(») I , ' р 
I ։Ь™ | (I *>.«»)

К,(։— /)бЬ — ’
2

Г(1+/»)։Ька

(13)

где Р—преобразование Фурье, а А՝՜1 —обратное ему преобразование.
Теперь применив к (13) преобразования Фурье, при этом имея в 

виду теорему о свертке и, нто

1 ■ ՝>е" | ։11п։
( —1 <1ш։<;0)

будем иметь
—с

•,/?( 'V Л(֊’֊ '4311 ֊2
Т1М= - ад ■֊> *

/г—се

(—1<1т««0)

Для дальнейшего определим значения ср|(«) при а=—/, после 
чего получим

- Л՛_ 1(1 г'х)сЬ— 

(-1«0)

Итак, мы определили ), а тем самым и '?](1пг) = +
4-тР'(лг)
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ДО(аг) 4 -.о»(аг)= — z >՝ th2Н ch^

(-1<֊<0. 0</<~) (14)

Заметим, что если ВДт.) представить п виде

йЫй (-ШХ-ЖУ)
2(1+й)"> н (։—у (15)

si(֊<)=(i “)•

то )',(։) из (9). (10) определится в виде

Г.(’)=(у «й֊'))՛ ՛ 1(1 H^M«)

(16)

ф (։) = П Г(3-'^<Ч)ЧЗ֊»+<7„~1Г(2» ■ I ' га)(1 -г..)И-^1+<<)°'-»
1 п-1 !’(/«—/»„)Г(/з /։«)Г(2«+2—Za)(2zz.-! I)2"՜՛

где а„—нули функции /',(?). расположенные в порядке
0<Clnia„<Iman+i и Re։„>—I (л- I. '.. ). а т„ —сопряженные с ։« и 

Я,(—։л)=0. Исли корни мнимы, то вместо множителей в произведе­
ниях (15) и (16). соответствующих сопряженным корням, надо поло­
жить единицу. Известно, что ։, положительно мнима 1пта1^>0 |3|. 
Отметим также, что

|’п|=4л-1-0^—-') при л—оо

Поступая аналогичным образом, как это делалось выше, решение 
функционального уравнения (5) ?2(т) представится в виде (6), толь­
ко здесь индексы одни надо заменить индексами два. а в (16) под 

надо понимать нули функции ВДт), Тогда

т">(Я’)—.«!(<,г)= J֊ /՝£iw:=w г.,.(1г
2՜-! ci 21 **')

(—1<֊<0. 0<г<оо)

Для получения асимптотических формул для функции <р,(х) = 
= тт(ал')4--.|г>(ох) при .г—0 н л—оо, исследуем полюса аналитичес­
кого продолжения функции <?,(։) Проще всего это сделать, обраща- 
8



ясь к уравненью (4) (4.5]- Сперва исследуем полюса функции »,(».) 
(здесь и в дальнейшем под <р։(։) будем понимать и ее аналитичес­
кое продолжение) при lm։«s —I. Так как »,(—I) конечна, то из 
(4) следует, что -ï,(—2i)=/?,. Далее, поскольку ®։(—2Ï) конечна, 
то, как следует из (4), «=—Зг будет простым полюсом для ?,(։)• 
Если а ; 31 является простым полюсом, то à=—4/ тоже будет та­
ковым для ё։(х). Далее, поскольку ։=—4£ является простым полю­

сом для ։?,(»), то о 5< будет для ÿi(’) двукратным полюсом (4). 
Из (4) следует также, что ։=—6Z- двукратный полюс для ?։(»). Так 
продолжая, мы убедимся, что функция ?,(։) имеет при lnu€ 1 
полюса только в точках « — /|2и |-1), <(2л-| 2) (« = 1,2,...) с крат­
ностями и.

Теперь исследуем полюса функции ?։(») при lm«X). Для этого 
заметим, что поскольку точки тк. — ik (4=1,2 ..) - пули функции 
А,(х). то нз (4) следует, что они могут быть простыми полюсами 
функции ?!<»). Из (4) нетрудно заключить, что при этом точки 
։=։*+»«, ։=— 4k-\ i'i (и —1.2, ..) тоже могут быть простыми полю­
сами f։(x). Значит функция ։,(։) при 1m։ 0 име.г полюса только в 
точках ։=։^4-1И, ։=— лк-\ in (4=1.2,..., н=0,1,2„.) и притом простые.

Так как определили аналитические свойства функции <pi(։)> пе­
рейдем к вычислению интеграла в (14). Замыкая путь интегрирова­
ния сверху, получим формулу

т։|։(аг)-|--:1’»(сг)=։ЛО|1г«՛ . v (-i.)"A„Â.c"i“’-|- 
П — I

при 0^г<Д

а замыкая снизу—формулу

л։»(Дг)+тС1(«г) -|Л<?1г֊’-/Л«/>г-'-г-’((Л<;'’-рЛГ4||и)- 

-г-6(»/1£«+ДОТ||и) i-0(c- г( 1 + 1пг+1нгг)} (19)

при г-»со,
где а։=(й(ш>0),

Res-pI(a)=Resç ։(։։)=A<’*>, Res(f,(—։։))=՛
Res<f,(«*Ч-'«) ( ֊ '■ )nb„kA^k\ Rescfjf- «» 4֊ ։«)=(—/ yb„kA՝-;J.

"1 " 1
4»*" П —---------— , 4„։ = П --------=--------- ,

1 K|(»»+'p) 1 A’i(—’»-H.'')
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^o*— Ь

2>.(/?։ Osin —
>■.>=-։-------------------------

,„^1п^+2л)

Л<“»>=
2X(/?։ — »,(a։ — <) sh

Л’՜,'*’
(^ь^֊2/л)й.

A՛” =Res?,(—АО (А=3,4,5,6).

Л(*|= lini ։ |(։+,*)’?,(01 (*=5.6),

4<(1-Л)/?, ^24,((-ЛИ/?, Л,,_М1|ЗДМ<<)_
-1 тё?Л ' _| »л

2(1+7Л)Д<!՛, A^K,(-5l) ArldK,(t) I

X X da |,..-s,:
л Л 87(1+ЗЛ>Д<Л ։ л,4, =_ .

|(»+40®,(’)||։ ; •

Отметим, что все вышеприведенные коэффициенты вычислены с 
помощью (I). Осталось вычислить После вычисления .4£’> вычеты 
Л<2>։ и Л^ будут даваться в конечном виде. Приступив к вычислению 
Л^. дифференцируем обе части равенства (•!) и поставим а = —г. По­
лучим

л<’>=_Ц=£1^(1)| .
Л а 9- |։—I

где

ЛР)= d<T,(a-l) I = dip^a) I
da I.--7 da |а--г/

Далее, умножив обе части равенства (4) па а-|-/А (А=2,3), после че­
го продпфферепппровав, положим а=—/А В итоге получим

Л"3'=г("?~/?'^1(։+2/)Л'։(’)1' 2՛՜ x?’l^i(»)(1>;4-2‘)]. -л)
Л<„'>= 'i /7,-к,(-з/)л!,։’֊д'2: — к,(а) |

ч do- |а—-з/ 

где
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«։
Аналогичными рассуждениями, которые были сделаны выше, 

можно убедиться, что функция <т.,(т) при 1шк 1 имеет те же по­
люса, что и ?,(։). При |т։г-0 полюсами функции будут точки 
а=^+/л, » - р*-| ։п(к 1,2,..., п 0,1...). где ₽*, — нули функ­
ции Причем полюса функции ?։(а) имеют те же свойства, что
и полюса ?,(։) Тогда асимптотические формулы для ?.(1пг) будут 
иметь тот же вид, что и формулы (18), (19), только в этих формулах 
надо заменить на Зд., — Эд. соответственно, /<,(։) на Х.(з),

а ?1(’) на ?։(«).
Таким образом, искомые интенсивности контактных напряжений 

и их асимптотические формулы можно получить элементарным обра­
зом, исходя из (11), (17) и (18), (19). что и требовалось при поста­
новке задачи.

В частном случае одного горизонтального бесконечного стрингера, 
задача сводится к решению функционального уравнения

«Cth у Т(а) I >т(а—/)==;Р, ( — 1<1т։<Т)) (20)

где -(,) = :<՛>(։).

Решение функционального уравнения (20) можно получить, если 
в (6) полагать, что KJaJs!, то есть

)Р кт Г’W=֊^ 2 Ф«> I----------------------------------- ds
2 2 „2, sha(l—S)chy I (1+/з) 

(-1«0)

Отсюда, для т(—() получим
/T-1-оэ

4֊')=֊^f---------------- -------------------ds (-1«0)

- . sh—sch у 1(1-1 '■՝՛)

Здесь опять для исследования аналитических свойств функции 
т(։1 удобно пользоваться уравнением (20). Рассуждениями, аналогич­
ными тем, которые были сделаны выше, легко убедиться, что только 
точки а==։(2/։4-1). •! -/(2k ■ I) (л=0,1..., Л=1,2...) являются полю­
сами функции т(։) и притом простыми. Исходя из этого, можно по­
лучить следующие формулы для -.(ах):

-.(ax)=i^ (0<х<1) (21)



’(ах) А^+։>х֊™-։ +О(х-2я։“3)

При X—ОО, 

где и 5?| + 1) —вычеты функции <?։(а), соответствующие полюсам 
а=—/(2А I), а=/(2«ф1). соответственно, которые даются с помощю 
рекуррентных соотношений

й<?п+1>= 21' р \ (»=1,2,...)
»(2«֊|-1)\.4и ֊՛ /

2Г/ - Хк -5(_п=^(т(0)_р։). .(0) =-(Р1-т(-/))

А(г»+1) = (р։+^*_ ±)д(г»֊ь) (*=2.3...)

д։։)=Ш^

Тот факт, что в точке приложения силы в подобных задачах кон­
тактные напряжения имеют логарифмическую особенность, следует 

из (21) при х—>1, поскольку в<2?+‘> при п—оо имеет порядок —. 
п

Л PROBLEM FOR ELASTIC INFINITE PLATE.
ARMED BY CROSS-FORMED INFINITE STRINGER

E.'KCH. GRIGORYAN. D. R TOROSYAN

ԽԱՉԱսԵՎ, ԱՆՎԵՐՋ ՎԵՐԴՐԱԿՆԵՐՈՎ ՈՒԺԵՂԱՑՎԱԾ ԱՆՎԵՐՋ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ ՍԱԼԻ ԽՆԴԻՐCէ. Խ. ԴՐԻԴՈՐՅԱՆ, Դ. Ik ԹՈՐՈՍՏԱՆԱ մ փ ո փ ո ւ մ
Դիաարկված Լ անվերջ սալի ե նրան ամրացված խաչաձև վերդրակնե- 

րի փոխազդեցության խնդիրր, երր սայր ձդվում I; անվերջում г հէնդիրր 
(Ոէծվսւծ ( ֆուրյեի ձևափոխությունների օդնոլթյամր։ Ստացված են խնդրի 
փակ լուծում ր ե կոնտակտային լարումների ասիմ սրոոտիկ ր անաձևերր։
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