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ОСНОВЫ ОБШЕЙ ТЕОРИИ МА1 иитоупругости 
ЭДЕКТРОНРОВОДЯШИ.Х АНИЗОТРОПНЫХ гонких оболочек

САРКИСЯН С. О.

В шнкип работе рассматривай« проблему построения таумерлоЛ теории каг-Д 
ннтоупругости анизотропных оболочек методом гипотез и представляем исниаи<] 
обшей шумерноб теории магнитоупругости тимитропных тонких оболочек.

1. Рассмотрим анизо ։ропнук1 оболочку постоянной толщины ?Л՛] 
как трехмерное, упругое, электропроводящее, немагнитное тело г. оь'| 
несем его к принятой в теории оболочек триортогоиальной пеподвнж- 
пой системе коордншп

Пусть оболочка находится но внешнем магнитном поле с заданным ; 
вектором напряженности #с=1&)-, 5оз. /?от) и что она находится п 
среде, электропроводящие свойства которой отождествляются со свой« 
стами вакуума.

Будем исходить из основных уравнений линейной теории магнито- 
упругости ;ля *1,чх :с?ио;| анизотропной пемз; пиI юй среды Эти урав­
нения составляют три группы уравнений и имеют вид:

первая группа уравнении— дифференциальные уравнения теории 
упругости анизотропного тела, которые можем записать так.

Век юркое уравнение движения оболочки с учетом массовых пои- 
теромоторпых сил | I]

/ Л Л
<Ь д'? <՝!■; ' Д дГ- )

где з;։ з , векторы упругих напряжений, соответственно, на 

площадках, нормали которых проходят вдол։» линий а. 3 и т: 

«=(//„ </.)—вектор перемещения точек оболочки; плотность ма­

териала оболочки, /՝■ -вектор объемных сил электромагнитного про­
исхождения (пондеромоторные силы)

/>=—/>«„. (1.2)
с

/- вектор плотности электрического тока проводимости.
Считаем, что рассматриваемое сплошное упругое тело испытывает 

малые деформации и подчиняется обобщенному закону Гука [2]. когда 
в каждой точке тела имеется плоскость упругой симметрии {число не­
зависимых упругих постоянных(1щ -тринадцать).

В первой же группе уравнении, корме уравнений движения (1.1),
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обобщенного закона Гука [2] следует присоединять уравнения, связы­
вающие составляющие тензора деформации с компонентами вектора 
перемещен ни [2].

Вторая группа уравнений уравнения электродинамики в области 
движущейся оболочки, которую запишем так:

Г 4՜ г ,7. 1 оНгоГ/=- —/ , г(Я/:=— - —
с с 01

б|у£=4кр^, Ле/"=() (1.3)

где £—вектор напряженности возбужденного в оболочке электричсс 

кого поля: Л —вектор напряженности возбужденного в оболочке маг­
нитного поля; Ре объемная плотность электрических зарядов.

Плотность электрического гока проводимости д определяется за­
коном Ома [3] следующим образом (в случае, когда имеется плоскость 
симметрии для физических свойств материала оболочки)

Л / г. I ди т, \ ., .,/ ֊ 3 ( £4------ — X #0) (1 4)
\ с 01 /

где ‘□—тензор электрической проводимости материала оболочки

/ 3И 312 \
И з81 0 (1.5)

\ 0 0 /

Отметим, что на основе уравнений (1.3) электрический ток про­
водимости будет удовлетворять уравнению

(11у/=0 . (1.6)

Третья группа уравнений—уравнения электродинамики во внешней 
о: оболочки области (вакууме)

гоМ<г>=0. го1£<*»=—- —
с (И (1./)

<11уЛ<’-»=(), 61у/7^֊0

где и Л(£Т—соответственно, векторы индуцированных электрических 
и магнитных полей в окружающей оболочку области (вакууме).

К системе уравнений (1.1) (1.7), определяющих поведение дни 
жущейся упругой оболочки и заданном магнитном поле, должны быть 
присоединены механические и электродинамические граничные усло­
вия на поверхности оболочки, начальные условия и условия на беско­
нечно^ [1, 3].

2. Основной предпосылкой для построения теории магнитоупруго-
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сти анизотропных тонких оболочек являются гипотезы .магнитоупруго 
тн тонких тел, которые формируем так

а) нормальный к срединной поверхности прямолинейный элеми 
оболочки после деформации остается прямолинейным, норм альни՝։ 
деформированной срединной поверхности и сохраняет свою длий 
Нормальными напряжениями \ на гы ицадках, параллельных 
дпнпой поверхности, можем пренебречь;

б) тангенциальные компоненты векира напряженности возбу 
.темою электрического поля и нормальная компонента лектора нал] 
женности возбуждаемою магнитного поля по толщине оболочки ос 
ются неизменными;

в) нормальной компонентой ;; электрическою тока проводимо« 
можем пренебрегать;

г) для определения электромагнит ною поля в окружающем обб^ 
дочку пространстве (бесконечное трехмерное пространство с нсключе-] 
пнем области тонкой оболочки) трехмерную область, занимаемую тон­
кой оболочкой, можем представлять как математический разрез по' 
срединной поверхности оболочки, ио коюрому будут течь поверх нос г- 
чые токи электропроводимости, .представляющие собой усредненные 
токи по толщине оболочки.

Допущения (а) по сути дела сводятся к классической гипотезе о! 
неизменяемости нормального элемента {гипотезе Кирхгофа-Лява).

Гипотезы (б) впервые были сформулированы в работе [I]. кото­
рые определяют поведение по толщине оболочки величин, характери­
зующие электромагнитное поле в тонкой области оболочки.

Гипотезы группы (а) я (.6), которые в [Г] были названы гипоп- 
тамн магннтоупругости гонких тел. полностью не решают проблемы 
сведения трехмерной проблемы магннтоупругости (1.1) —(1.7) к дву­
мерной [1, 4֊ 6] Указанный недостаток стал причиной для разлнч՛ 
пого родя допущений [1,7] относительна процесса электромагнитного] 
поля в окружающем оболочку пространстве, нс базирующихся из 
тонкостенностн самой оболочки.

Гипотезы групп (в) и (г) представляют собой те дополнительные 
гипотезы к группам гипотез (а) и (6), коюрые базируются на тонко- 
отечности самой оболочки, и которые решают полностью проблему 
приведения трехмерной теории магннтоупругости к общей двумерной 
теории магннтоупругости тонких оболочек

В работах [4 6], базируясь на асимптотическом методе интегри­
рования всех трех групп уравнений трехмерной магнитоупругостн, для 
изотропного случая, а в работах [4,8,9]—для ортотропного случая, 
математически были обоснованы все группы гипотез (а) (г) и эти и 
ну гем впервые построена общая двумерная теория мл. нитоупругостй 
гонких изотропных и ортотропных оболочек.

Отметим, что гипотеза (в) общепринята в теории электромагне­
тизма в тонкой трехмерной материальной среде [10.11].

В отличие от монографии [I]. здесь тпотезамн магнитоупругостн 
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юнких оболочек будут назначь։ совместно все изложенные группы ги­
потез (а). (б), (в) и (г)

В настоящей работе на основе гипок-: (а) (г) будем излагать 
основные положения общей двумерной теории масннтоуиругостя ани­
зотропных гонких оболочек

Пользуясь гипотезой группы (al. ио известным формулам [2] 
определяем; распределение по юлщинс- об ՝лочки компоненi; ? Виктора 
перемещений; составляющие тензора деформированного напряженного 
состояния: усредненные по толщине оболочки усилия и мо.ме»ггы: 
уравнения, связывающие компоненты ici юра деформированного со­
стояния срединной поверхности оболочки через компоненты переме­
щений точек срединной поверхности, упавпения неразрывности и со­
отношения упругости leupiiH гонких оболочек.

11а основе гипотезы (в) будем иметь следующее приближенное 
равенство

Л=<) (2.1)
Пользуясь выражениями (1.4). (1.3). из (2.1) легко определяем

где 0, и ։», углы поворота нормали к срединной поверхности об՛.՛ 
ломки [2].

Гипотезы группы (б) аналитически представляем следующими 
приближенными выражениями [I]:

/Л=^о(«. ю /), ). /), Л7«=Л.о(». О (2.3)
Тангенциальные компонент ы 

тока проводимости определяем на
вектора плотности электрического 
основе формул (1,4), (1.5), (2.3):

Во. ֊ ֊ В«; 
dt

I dt ) |

(2-4)

Тангенциальные компоненты вектора напряженности возбужден­
ного а оболочке магнитного поля будем определять на основе первого 
векторного уравнения (1.3) с учетом (24). (2.3) (везде последова­
тельно пренебрегаем величинами порядка Л//?х-,/=1.2 относительно 
единицы, выражающей условие тон кос ген пости оболочки):
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Л։=Л,о(«.3,/) ; — itai 
с I

+ —-Л0;
с \ dt

aU
dt <

г*/ «
2V’

h^h^ft.t)- ֊7 '

/• ' 1 ( R dW R~ O(h------- tfj,
C \ Ut

£.о 4 - 
с

, dv du
'.j ■ — — Ofi;-----

dt ut

- /■? 0 '։-Jl"»; — —=u 
dt

(2.6)

4 “

Объемная плотность электрического заряда получим из третьего 
уравнения (1.3) при помощи выражении и формул (2.3), (2.2):

1 / I дЕ'м I dE* 
4֊\Д ~d7 В д}

1 R f)!>։ 
— "04 —* 
f dt

(2.6)

Из третьего скалярного уравнения второго векторного уравнении 
системы (1.3) можем получить гакже <ледующее уравнение:

1 > 1 <* , АД \ 1 ,Л~Ч
—— тР’ч»)“ ттг ~ (Д/:со)= -—— (2.')АВ дт- АВ д? с д(

Итак, на основе гипотез магнитоунрх гости гонких тел по приве­
денным формулам определяются вес механические и электродинамиче­
ские переменные в области гонкой оболочки.

Па основе формул (2.4) можем определить компоненты осрсднеи- 
ного (поверхностного) электрического тока проводимости по средин­
ной поверхности оболочки.

/=о—7 л ~ 1 / и dv п dw\ I’"~7( o'J7֊Swa)rlM А ■ 1 IR dw R д“\ ^•■0------ ".։« --- ------£>и; —
с \ dt dt /

(2-8)

/■»-г« £■»<>+
1/ dv <7W\|
с \ at dt /J / - \ dt ' dt /

гАе *и- *«='.21» \и представляют собой коэффициенты поверхностной 
электропроводимости срединной поверхности оболочки и определяют­
ся выражениями

7//«—2Zf5//, /,;=1,2 (2.9)

И. наконец, легко придти к выводу, что поверхностный электри­

ческий гок проводимости /={/»01 /зо. 0} будет удовлетворять урав­
нению

dlvv/=0 (2.10)

где diVu - двумерный оператор дивиргенции ио гредпппой поверхносгн 
оболочки.
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Если с помощью четырех сечений, нормальных к координатной 
1верхности оболочки, выделим малый криволинейный прямоугольник, 
ороны которого совладают с координатными линиями а = const, 

.5 = const, тогда и.։ условия равенства нулю главного вектора и глан- 
iiüio момента всех сил (на основе принципа Далдмбера), действующих 
иа указанный элемент срединной поверхности оболочки, получим 
уравнения движения элемента оболочки

1 дВТ, I дВт , 1 dAS,. . I ÔA _ .V,
-   ------- --- / л+------------ - ——1 ---------------- Л..>------------ »Я

АВ da АВ dt - АВ d3 АВ d0 /?։

V 1 /. d’/г——А------ BOlj^-l- P, ——
с дВ

1 аА7\ 1 дАт , 1 dBSK , 1 dBç ,V,_
АВ d'i АВ à? 1 АВ д? " АВ da /?, “

= -Г+-!֊Во;Л,1+г-,^- (2.1!)
с dB

(h Ъ\ 1 ,
\/?։ RJ АВ\ дг ’

V -2- - (Воз/аО-а^^-гР, 
d3 / с дВ

АВ d* АВ d3 АВ дЪ АВ da *

2_ + _L + X Ни_ _L -О
АВ di АВ da Л В da ” АВ d'i 

где X, У, Z—компоненты приведенных внешних заданных сил. прило­
женных к срединной поверхности оболочки; ?j=2Ap —поверх постя а я 
плотность материала срединной поверхности оболочки.

Теперь для внешней от оболочки »бласти (в вакууме) мы будем 
иметь систему дифференциальных уравнений (1.7). где па основе ги­
потезы (г) следует учесть, что по срединной поверхности оболочки 

—4
текут поверхностные электрические токя проводимости У (у\о,/ч>, 0), 
компоненты которого определяются выражениями (2.8).

Определяющие уравнения электромагнитного поля при указанных 
обстоятельствах можем представить следующим образом:

ГОР'И'’= ֊',(•;) . е(а.З^)/, гой^>=---- - —
с с д1

(2.12)

где £(■;) —дельта-функии». Дирака; б(а. У) - двумерная функция
Хевисайда: & область срединной поверхности оболочки.

Для системы уравнений (2.12). которая должна выполни։ься во
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всем трехмерном пространстве /?з. необходимо присоединить условм 
на бесконечно՝ ти и нулевые на и.։՛ ные условия для компонентов веч 
торов электромагнитного поля

Система уравнений (2.12) представлен т собой дифференциалы!!^ 
уравнения в частных производных с сингулярными коэффициента) 
типа дельта функции, эта га ианби.н՛ i putтинная система уравиенн 
которую можно было бы изменить второй (1.3) и третьей (17) сП 
стсмой уравнений трехмерной мат пнтоупру г<к ти па основе группы ГН 
поте:» (а), (б), (в) и (г) Итак, задач։ целостного определения эле։ 
тром.пннтпого ПОЛЯ II в области трехмерной оболочки и в окружал 
«нем ее пространстве приведена к решению системы уравнения (2Л21 
t коэффициентами типа ц.-льт а-фуикпнй i что и у систему ypanncuiitl 
необходимо рассматривай. »о щтм трех мерном пространстве Rs Сн; 
■тема уравнений (2.12) будет прет тан мп. упрошенную, но нс дну՛ 

мерную, математическую модель для описания магнитоупругого про՛ 
цгсса в гонков оболочке.

Полученные качественные результаты пошоляян окончатслвщ 
решать проблему приведения тр-.-хмерп...» проблемы магннтоупругостн 
(1.1) (1.7) к двумерной и построит։. иошую двумерную теорию маг- 
ннтоупругости анизотропных тонких оболочек.

Если взять оператор ротации из обеих частей второго уравнения 
из (2.12) и использовать нервен- уравнение из этой же системы, ня] 
основе фундаментального решения .чтя ьскторного уравнения Лапласа 
во всем трехмерном пространстве, решение векторного уравиенн֊։ 
(2.12) можем представить в виде следующего интегрального равенства-

£««(₽)=_ 1А ГД-ft.»։։ (2.13)
с։ ot J RilQ

q

где — — 1 —фундаментальное решение сравнении Лапласа; Rpq— 
4՜ Rqp

трехмерное расстояние между точкой Q(Q и произвольной точкой Р 
трехмерного пространства.

В силу непрерывности поверхностей потенциала простого слоя 
! Г-| можем, •։՛;՛!.: ; ■ - гралыюм раненс: ։ть Р(՝.Р^
(бесконечная двумерная область. содержащая срединную поверхность 
оболочки Q) и лале1 изменить точку Р толы«։ по срединной поверх­
ности 12, имея н виду, что при этом граничные условия электродшн 
МИКИ с учетом (2 3) ПО.ШОЛЯИ/Т 113ПИС 37h

(2.14)

II тогда из (2 !3| будем иметь интегральных равенства для вели­
чии и Если vncpi, при помощи выражений (2.8)
Ло(Р,/) н /• ։,(/>.г) пределом < помощью н J,Q тогда после 
некоторых преобразований, отио֊ п:сль .<> компонентов электрической
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поверхностной токи проводимости приходим к следующим ннтегро-диф*
унциальным уравнениям:

с’ #.! Нро
У

с' д։ .*
У

ду(Рх) 
0։

и ™(Р./.)\ , I .. (п д^хр.ц 
— —------ )-;----- (й ЙЬ ----- —----

д1 / с \ 01
» Ои(РХ)-в'" —

Рей (2.15)

ЫР.О
1 о_ 1-,>1(Р)^(П1 о
с’ д(.' 

•л

2 2 [7зо(СМ)17]3^1(^)^»(Р) 4-Тп^(<ЭМР)I _|_
с1 01.! Ррц

2
1 / ду(РЛ) ֊ дФ(РЛ)Х, 1 ., /о ^(Р.С

т — 7« ( #0; —Т7— ^"3 Т?— ) 1 7м( Тс \ 01 01 у с \ о!
-В., ди(Рл)\ 

01 )

Рф.

Таким образом, проблема приведения трехмерной теории магпн- 
т’оупругости к двумерной теории анизотропных тонких оболочек пол­
ностью решена и в лице уравнений (2.11). и (2.15) (которым следует 
присоединить соотношения упругости и уравнения, связывающие ком­
поненты тангенциальной и изгибиой деформации, выражающиеся че­
рез компоненты перемещения срединной поверхности оболочки (2)) 
построена общая теория двумерной магнитоупругостн анизотропных 
тонких оболочек.

В работе построено вариационное уравнение, получено уравнение 
баланса энергии и доказана теорема единственности в двумерной гео- 
рни магиигоупругости анизотропных тонких оболочек. Ввиду ограни­
ченности статьи ли результаты здесь не приводятся [13 18].

Из вариационного уравнения можем получить приведенные выше 
основные уравнения теории мапипоупругостн анизотропных тонких 
оболочек, канонические граничные условия теории тонких оболочек 
[2]. а также следующие |раннчпыс условия для компонентов поверх­
ностного электрического тока проводимости [15]

Ло(я.р./)'г=О, />(«,&./)/г=0 (2.16)

Если нам удается решить разрешающую систему общей двумер 
ной теории магнитоупругостн анизотропных тонких оболочек, этим 
самым определим компоненты перемещений и. V. и срединной поверх*
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пости оболочки, компоненты индуцированного электрического тон 
проводимости Ли и УрО в области срединной поверхности оболочк 
Имея значения указанных основных ветчин, характеризующих зад, 
чу. далее по соответствующим формулам легко можем определи՛ 
компоненты деформированного состояния срединной поверхности об 
.точки, распределение перемещений, деформаций и напряжений, ком­
поненты векторов индуцированного электромагнитного поля как з 
области грех мерной оболочки, гак и в окружающем его пространстве.

3. В некоторых случаях изменяемости по времени индуцирован- 
виго в оболочке магнитного поля, можем получит«, уравнения двумер­
ной теории магнитоунругости анизотропных гонких оболочек (упро­
щенную систему!, минуя задачу (2.12)

Упрощение разрешающей системы уравнений обшей двумерной 
теории магнитоупругости анизотропных гонких оболочек основывается

па том допущении, что величиной —֊ в уравнении (2.7) в определен- 
<?/

пых случаях можем пренебречь.
Следует отмстить, что это допушенке уже давно принято в теории 

электромагнитного поля для топких пластин и оболочек [10].
Итак, принимая указанное допущение, уравнение (2.7) принимает 

вид

1 - — (Ода) - — — (А£֊,.)=0
Айд? АВд$

(3.1)

это
Следующее уравнение, которое присоединим к уравнению (3.1). 
уравнение (2.10), которое имеет вид

77 7" (+ 7д 7՜ <л-' ^)==( 1
Ari о? АВ Oi (3 2)

Вихревой поверхностный .ок возбуждаемый в средин­
ной поверхности, будем характеризовав к функцией тока В [10.11]

Если компоненты поверх пост пой плоптсти электрического TOK.I 
будут определяться через функции тик.т по формулам (3.3), тогда 
уравнение (3.2) тождественно удовлетворим, а уравнение (3.1) при­
водим к следующему разрешающему относительно функции виду

"ЛВ <?Дд <h)~ 'КАВ did'՜ “АВ^УВд?)

=~ 1֊ в(в°- г“) I ֊ £|4 ֊ ֊**Г ) IIс АВ 1<Л \ at di /| «Др | \ dt dt /J.I
где

i — Tn ՝. __ Ill . __ Тм /о•и ~ _ • Ai2— j • 'г» — j ■ (З.о)
«нГза .։֊ 7п712 7>з ТиТаг '-12
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Уравнения (2.1 i). (3.5). (3.3). на основании принятого выше до­
пущения. будут представлять разрешающею систему уравнений обще'։ 
двумерной теории магнитоупругости i՛■:изотропных тонких оболочек

На основании граничных условий (2.16) из (3.3) легко получим, 
что на граничащем контуре Г срединной поверхности оболочки Q. 
функция тока будет постоянной. Но. так как постоянное значенн' 
функции F нс илпнет на величину поверхностного тика (см (3.3)1. 
следовательно. на контуре Г можем поставить следующее граничное 
условие՛

Г(зД/)/,—О (3.6)

FOUNDATIONS OF A GENERAL THEORY OF MAGNETOELASTICITY 
OF ELECTROCONDUCTING THIN ANISOTROPIC SHELLS

S. O. SARKISIAN

էլեկտրահաղորդիչ անիզոտրոպ ՐԱՐԱԿ ՒԱՂԱՆԹՆԵՐԻ 
Ս*ԱԴՆԻՍԱԱԴԱՉԴԱԿԱՆՈԻ)*5ԱՆ ՐՆԴՀԱՆՈԻՐ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՀԻԱՈԻՆՔՆԻՐՈ

Ս. X. ԱԱքԴԱՏԱՆ

Ամփոփում

Տվյա/ աշխատանքում դիտ արկվում Հ Հիպոթեզների մեթոդով անիդո- 
էորադ թա// սւնթների մա դնիսաաոաձդականության երկչափ տեսության կա- 
ււու ։յման խնդիրր և ներկայացվէսմ / անիզոտրոպ բարակ թաղանթնե րի մազ֊ 
նիոաաոաձղակսւնության ընդհանուր երկչափ տեսոլթյան Հիմոլնքներր։
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