
2U.3U.ilSILbl* IMilMMiirbUBb Sb'IJUilMM'l*
_____ и_з_в г: с г : i я л_к л. i. к м ни нау к а р м г. i i и и
iri>|uiuG[>^ui i'i. \ Mcxümiikj

VIK 539.3

ЛСИМПТОТИЧ! CKOi PEIIJEHllI CMF.Ill \IIIIOH ТРЕХ.Ш-Р1ЮГ1 
В11УТРЕ11’П:Г1 ЗАДАЧИ 1.1Я \Н1! Ю*1РО111ЮП ТЕ.РЛЮУПРУГОП 

ПЛАСТИНКИ

\г алонян л л, киш .<:ян л ь.

В р.нине рзссяи.'рии.1с:с.1 mj.'ipoc пред.-ищи« плнриженно деформироняннсп .. 
состояния анизотропной термиунругоп и.ин.тпн'И, ома :u идпон hi лнйепых nuucpx- 
iiocreii 1яданы значения шпрнженнп. :i n.i ipyiui’i иопми.и.нач ко «пикси га ьсктор 
перемещения и laHieiJUHii.'iiiiibie плприжения Зя шча. п частности, моделируй։ н;ы::- 

лет кие фундамента ։ жестким осноиа։ нем учетом трении м(*жд\ фундаментом 
и основа и нем. У. тлконлепа аенмпттпчт? :ц:сд ivc.jhohchtoh ;c։rit>pii напряжении 
лектора перемещения К07ор:։я принцип:’: .И ПО • •։. нчяетсч „> ч-имптотикн тех Ке 
величин но классическая теории пластин IIcou.h.аi найденную .iciiMiiTQriuy, решение 
пространственной задачи сведено к .и։։՛мерно.։. Выведены рекуррентные форму.ш 
для определения напряжений и перемещений. соответствующие внутренней тидпче

Док-.1.;.н։..| неприменима. I. i nuoTei Кирхгоф i Ллва классической теории плас- 
н'.п и ойодачен к уктнинные тадачлм.

Для решения пространственных краевых задач теории упругости 
тонкостенных тел (пли сведения к ла՛ мерным задачам), одним из 
эффективных методов оказался псимии^пческии. Этим методом пос- 
îроена асимптотическая теория изотропных пластин и оболочек |1—1|. 
анизотропных пластин и оболочек [5 7]. Метод оказался эффектив
ным при рассмотрении задач взаимодействии гонкостенных тел с раз
личными физическими полями [В 12] Этим же методом решены но
вые классы неклассических краевых задач пластин и оболочек (па 
лицевых поверхностях пластин и оболочек заданы компоненты вектор? 
перемещения пли условия третной ’краевой отдачи теории упругости) 
[13 17]. Была установлена неприменимоезь гипотез Кирхгофа-Лявл 
классической теории пласиш и оболочек к указанным задачам. Рас
смотрение этого класса задан нозволило установить также связь меж- 
(V решением краевой задачи теории утр՝ гости и моделью Винклера 
Фусса для упругого основания, вывести Формулу для вычисления коэф
фициента постели анизотропного основания и основания с переменным։! 
по толщине упругими свойствами (II 16].

I Требуется найти решение уравне: ий пространственной задачи 
ермоупругос! г анизо тройного гола в области Q={a*, у, г; х, v^--0, 

h ü}, где £2,., -область, занятая срединной поверхностью плас
тинки, а -характерный тангенциальный размер пластинки. Считается, 
что анизотропнч—самая общая (2! упругая константа), на пластинку 
действуют заданные объемные шлы с компонентами Гл(а*, у, z), 
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Л,.(х,у, г), Л-(х. у, с) и температурные воздействия. Изменение тем
пературного поля характеризуется функцией н Т—Т^ которая счи
тается известной, то есть рассматривается несвязанная задача термо
упругости в силу статической постановки задачи |1Я|. На лицевых 
поверхностях заданы условия:

’уг~а*(*.у)
(1Л)

3.==& Ч-՛ (х.у), При у = Л.

u՝=«-Jar(x.y). зЛ .=з֊ (д-.у)
(1.2) 

3yx=37,(-^-v). при у±=—//

Условия па боковой повер ՝ иосгв пока б дем считать произвольными.
Чтобы решить поставленную грехмгрпую краевую задачу, в урав

нениях п соотношениях гермоупругосги перейдем к безразмерным пе
ременным :-л֊ д, т;=у и, zih и безразмерным перемеще
ниям V- v/a, IV' 7С72. В результате получаем следу
ющую сингулярно-возмун.енную малым параметром ։=Лб/ систему:

^ + ^ + ։->^- + о/.-֊0 
да От и,

+ 5^4 „/.- „о
О- dr, д'.

<?зух dz,
-zr + ~r • +я/\-=и
d; dr, d.

ои
. - — ^J23> : rtj»3*--: av.'x: ֊F’л1՜’Ok

oV
— al23.VTw«3։՛ *1՜ • •<7v.

, dlV'
S W v*0"3* 1 а"^у *՜ • ’ ‘

(1.3)

8 "T՜ + T՜ =ai«3X-f ^<Jy -t ...4 «4важу+«3»е 
d. dr,

.dU
' — = «и3.г4-«,,ау • .. .-Hz590vy-| auW

- ---- T — «Je-3A-t + . -i ^e3ty *J-/՜ 
drt

где ям—упругие коэффициенты податливости, ад коэффициенты 
теплового расширения.
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Решение системы (1.3) складывается из решения внутреннем за
дачи и пограничного слоя (I. 3. 7. 19). Решение внутренней задачи или 
проникающее решение ищем в виде

Q 1Qp>(:.*4t'.)i 5=0. .V (1.4)

где Q—любая in искомых величии, по немому индексуs hv.-ioicm сум 
•пирование от нуля до числа приближений V. целые числи, кото
рые ДОЛЖНЫ бЫИ< 1.1КПМИ, -<)бы !'ПЛ .'гл, HCnpOlllnopCMHIiyiO систему 
относительно Ql>}. Эта цель лсхл шлется лишь при

7.= 1 для sv. э.. а,.,., /', I/, U7

7^0 для -л:. оу. (1.5)

1 .)клад обы-viiij, си.՛։ и ;см:нратурпых >։гис1Ш!1! и общее напряжен 
пос сосгояние будет соизмеримым со вкладом поверхностных сил, если

Л։=г-‘ (.с.у)

(Iß)

Н=։ ։+'Н( )(5, ур;)

откуда следует, что портальная составляющая обьемиой силы должна 
иметь доспи >чно большую интенсивность. в противном случае влияние 
объемных сил будет меньше и соответствующие слагаемые войдут и 
уравнения для более высоких приближении Для сравнения с найден
ной асимптотикой (1.4), 1.5). приведем асимптотику решения задачи 
классической теории пластинок (на лицевых поверхностях у = -±.1> за
даны компоненты тензора напряжений) [I. 5]:

?/=—2 для ос. э,, 3XV. С\ Г (1.7)

<//=—] для =х-. зух. с/,=0 для з.» <?.= -3 для U"

Сравнение асимптотики (5 5) с (1.7) показывает их принципиальное 
различие Асимптотика (1.1). (1 5) существенно отличается и от аенми 
готики во второй и гре ьей краевых •алнчах [13-15]. Ниже убедимся, 
"то это отличие су шественным образом влияет шт структуру основных 
разрешающих уравнений

2. Поде։ввив (1.1) в 11.3). приравняй коэффициенты при одшш- 
ковых степенях >. с учетом (1.5), i l.Gi м.лучим следующую систем, 
относительно Qbl

da/’ 
dT՜ 4- лу>=оdj՛;; 

d?՜'

d:?’da1՝’ 1
dF2^- 0

(h(\ ?• d3‘*J’ d3<’>
/• ՛

d; (f.
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-^—=^ап^-га^Чаи^ “”3у; °՜* а^?Г’Чад?уЦ гинН

<91/4 ՛
-—- ■ «>,’?• I «пЧ0 и21-^ 1-ад’; ‘Чад? ‘4 ад?р

<э\гч , и— ад? Чад?՜ 4;
д^՝՝ д№« ’՝
д\ ' д\

ад? "- 'ад£-7) ям<?Й_’Чад!г?-1Ч«лзн’>-|>
(2.1)

=ад? ” ад?-’Чад1 ՛11 ч-
. ад|։'?>4 и։.-‘'֊3‘Д-(7։в3<’-Ч-7,.А<'֊>» 
• 41 V- <5 *3<1 ГУ 24

д\Х"՝ ’> 
дЪ

дСМ 
'д'. «-ад? ” ■ ад?“'Чад?“։> 4

4-ад!; 2Чад?г’Чад?/-։> 1-«13й(л ’»
а/А՝> <-дд՝>

, . ֊-՛•■•-"' • - ■ ■ < ■ ' 
ОТ։ ()-

^<;г ” • адй+’пн(л’

Учитыиая, что О’” 0 при .֊><0, и՛ системы (2.1) можно опреде
лить нее псизвесгиыс величины с точностью некоторых функций, з.т- 
виеншнх только от переменных л, ц. Приведем процедуру решения сне- 
։емы (2.1). Из третьего уравнения равновесия определяется 
из шестого, седьмого, восьмою уравнении системы определяются 1./"\ 
И՝>, ^Г՛՝1,;։ из четвертого, пятого, девятого уравнений, с учетом ужо 
определенных величии, определяются <Ил), а?>, о^). Вернувшие, 
к первым двум уравнениям системы (2֊1)г определятся а?], 5?>. [5 
результате имеем решение:

7И)=сь;(;,г;) г„

<.'»=Лиз։?

=й=’й(‘<,’!)֊-. (%-1 т ^֊'У՛՝-՛
\ <7: <7т( /

6



Здесь

Л» (л։։Ь’м4-а։,Яп-Ь^е,/?вг) Д. (1.2)

Лйэ=('ЛА։ I ‘ЧАЧ^Л^/Д

‘■-։։—</|;> Л,/?,,. &։2 =й։2йвв 'лн։,м

^։л а 1б <։и^вв» ^л։=<7п^։« ацаи» (1.2)

Д=«П'^.։лАЛ ••--Л?։2с/,я ։։й—йия]б—йисц2 (2.3)

Л ' Ду

Величины <?*'■' («. >|, X) для каждого я являются известными 
функциями, если определены величины предыдущих приближении. 
Они тычнсляются по рекуррентным формулам:

•  | } *

о
д- д\

а,«<» = [(а,р|;-"+«и.|г1)-;-«з։='Г')+п>։Ч’Г։)+ 

о

ч-мг2’

^-Г^Г^Ч- 
0

Л 1^(1֊։) \
г^5^-2) ч- лиз1;-։?+а^-։) ֊ -—-

-ь
о

+«из։;;*+а»,։?,—р }‘1-.

=;<։'^ ֊-О1 т*Гй«.)1-1

= . ՝’= - Ч (*1.”Д»+«''Я>.+*?,».1) (2-4)
д
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։у _ £_ I
д\ |

^։’>= —— -֊«,эз7а’֊а։4з/4-‘)_<2։53м--1)-а։։^՛)

(77}
£?7*<։) Эт’’/Л‘

= — I ֊—«..’?՝>-°..ЧГ1։֊««’’£-’՝-«»6,'։
Как следует из формул (2.2), (2.4), вклг-д объемных сил и темпера 
турпого поди в общее напряженное состояние вычисляется непосред
ственно, входящими в (2.1) соответствующими интегралами.
В (2.2) неизвес: нымн являются функции «(л,։ Т’,л?, •<£*•’>, з^;’, з^л. 
а«о։ которые должны быть определены из условии (1.1). (1.2) и 
услоннй на боковой поверхности. Удовлетворив условиям (1 1). (1.2), 
получим

7£»г ’) (с, т?)=ю՜ <՛՝•'—-кЛА)( с, т;, — 1)

(2.5)

Iз.„ 44 з՜^ )—1) 1 • (л у)
**

где

в+Р)вО+,з±<07=х5^.. 5’<■•=;ъ(.’)==0| (.^>0), (X, у)

для определения же величия /<<ч, х>('> получаются следующие диф
ференциальные уравнения.

(2.6)

/.։гг<'>4-/.4ц('>— 

где

А = / = ^>а .
’ д1 дтк 5 дс

(2.7)
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; ЗД ! __ ^41 I ^>3
<?; dr, 4 r>y?

П։|»71«„('|->;.!'1-Ш->>+’>^1)1- 
e»

d^'J д-л՝'_ л __ 2? _i_ .։ .22.л» д' +։Ц։ drt

di dr,

Решив систему (2.6) г; частных производных четвертого порядка, 
определим м{։\ Т7(՝’։ а по формулам (1.4), (1.5). (2.2), (2.5) опре
делятся нее искомые величины. Поскольку система (2.6) мл.чпт ическ.з ։ 
в четвертого порядка, то приведенных краевых условий пи боковой 
поверхности должны бы и, два. ’ .ели особо не рассматривать погра
ничный слон, то тля исходною приближения эти условия можно вы
писать. осредпнв по толщине условия ни боковой поверхности пластин
ки относительно тангенциальных величин.

Отметим некоторые ра '.личптсльньи стороны полученных двумер
ных уравнений по сравнению с классическими и другими [I. 5, 15]. В 
случае классической георип пластинок [">, 2, 5] получаются дифферен
циальные уравнения не только относительно тангенциальных компонен
тов и, v вектора перемещения, но и относительно нормальной ком
поненты тг*. В пашем случае уравнения получились относительно «. f, 
а к՛ определяется для каждою приближения арифметическими дейс:- 
виями по формуле (2.5), то есть условия на лицевых поверхностях 
диктуют вид приведенных двумерных уравнений и изменив лишь одно 
условие по сравнению с классическими (в нашем случае на // = /?. 
огносительио «՛). коренным Образом можно менять характер иапря- 
жснпо-дсформировяшюю состояния пластинки, что ярко проявляется 
в асимптотиках (1.5), (1.7) всех искомых величин. Сказанное еще ярче 
проявляется n i |учаях второй и третьей краевых задач [15]. когда 
пс получается никакое двумерное приведенное уравнение и величины 
и, v. а? полноетью определяются । :>и помощи условий па т/ ±й, •։ 
условиями на боковой новенхностн обуславливается появление лиш . 
пограничного слоя.

Систему (2.6) 
i ого порядка. Для 
оператор /,։. а ко 
уравнение

можно свести к решению одного уравнения четвер
то! о применим к обеим частям первого уравнении 
в-орому— ( — Л2) н сложим, п результате получим

(Z.։/M -Z.s/։)w«>-=/.։P[ >-/.,Z>՝> (2.8)

Для ортотропных пластинок, когда главные направления анизо 
тропин совпадают с направлениями координатных линий
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lb—Uj„—rt։n—U.!.,—c/,։n- -Л.я—0, (2-9)

прп.-.с-денные выше .|м1рм\лы зщ11,и голый՛ упрощаются.
В заключение о i метим. что мы здесь рассмотрела лишь внутрен

нюю задачу, вопрос о пограничном слое и его взаимодействии с реше
нием BHVipcuHcf'i задачи предмет отдельного рассмотрения, что мшк.ч > 
осуществи и. укатанным в [2, 7. 20) с гл к՛ обо м.

ASYMPTOTIC SOLUTION ОН MIXED THREE DIMENSIONAI 
INTERIOR PROBLEM FOR ANISOTROPIC THERMOELASTIC PLATES

I . AGHALOVIAN, /\ B. TOVMAS1AN

11 .Ն1Հ»11Տ1'||Պ ՋհՐււ՚ԱԱՌԱԱԴԱԿԱՆ 11ԱԼԻ նՌԱՉԱՓ lollJI-Q 
ԻԿՐԱՅԻՆ ՆԵՐՔԻՆ ԽՆԴՐԻ 11.11Ի11ՊՏՈ ՏԻ’| 1.ՈԻԾ||Ի11Ր

«. Ա. 1ԼՂ1Ա11ՎՅԱՆ. IL. F. 1>֊ՈՎ1ր1ԱՌԱՆ

1հո։։ւրյվ։»ծ է Ա/սիմ պտոտիկ {Ոէծում ընղհանուր աէւաձդական It ջերմա
յին անիղոտրոպիաներով օժտված սայի ներրին տիրույթում, երր ււսոի ճա
կատային նրսւոերիր if եI/ի վրա տրվում են {արման տենզորի բաղադրիչնե
րը, իսկ մ յոլս նիստի վրա տեղափոխման վեկտորի նորմալ բաղադրիչ 
ե tn անդեն էյիալ յսէրումներր։

Ասյ ut րս լցված Լ 'էիրիէ 'աի֊Լյավի վարկածի անընդունելի քինե{ր նշված 
դասի խնդիրների Համ ար -. Ստարված են երկշափ րերված Հավասարումներ 
տեղափոխման վեկտորի tn սւն դեն էյի ալ բաղադրիչների նկատմամբ ե սե- 
կուրենտ բանաձևեր անհայտ քարսէմների և տեղափոխումների որոշմ ան Հա- 
if id ft i

Աւդացւււդված ( սալի ճտկաւո ային նիստերի վրա դրվող ւդ ա յմ անների 
աեսրի որոշի} ադդեւրււթ յանր րերված երկչափ խնդրի բնույթի վրա: U'lnu 
նավորաէդես ցույց է. տրված, որ ի տ էսրր հ րւէւթյուն դասական տեսության, 
այսւոեղ յի օտարվում հ ավասաքւում id եղա էի ոիւ if ան վքւկւոէւքւի նորմա} րա- 
էք ա դ րի շ /» ն կ ա տ մ ա մ ր :
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