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Делается сравнительный шталю решений задачи цкпиндричесаого »агнба ортотропных 
полос постоянной толщины полученных нл основе уточненной теории |1) ։< ее упрощенного 
варюнтл PJ ,'|длсе. по теории J2] дастся замкнутое решение ортотропной поилосы, толш։о!в 
которой влоль шир»«»ы меняется ио линейном)՛ закону Гкзпучсшi։ле результаты длж случаи 
защемления длинных сторон полосы срмнмяшагся с соответствуют։»«»։ результатами класси
ческой reopw пластик»..

1 .Рассмотрим полосу из упругого ортотропного материала постоянной тол
щины h н ширины I. Краевые условия на длинных сторонах полосы произвольны. 
Не вдаваясь в подробности, приведем окончательные решения задачи ци
линдрического изгиба полосы при некоторых типах нагрузок и граничных ус
ловий иа основе уточненных теории |] | и 12). снабдив им соответственно 
индексами "1" и ''2''.

а) Полоса вдоль длинных сторон х=0, х= I жестко защемлена и несет 
равномерно распределенную нагрузку интенсивности q Теория [1 1 приводит 
к различным решениям, смотря в каких точках := ±xq, симметричных от
носительно срединной плоскости полосы, удовлетворяется условие заделки 
их—0. Эти решения представим в виде

"■=-Й1&2-Ы։+'։-5^а2(гЗ^)1 «-2>
Здесь и-1 - прогиб, М\ - изгибающий момент, х - координата по ширине.
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^11= И А3/ 12 - цилиндрическая жесткость полосы, а Вл и Я$5 выражаются 
через упругие постоянные материала по известный формулам [11

Теория же (2| позволяет условие их=0 удовлетворить во всех точках за
щемленного сечения полосы, в силу чего опа приводит к одному решению

. <1*з>

М2= -^( 6?-6й+?) <1.4>

б> Сторона полосы х = 0 защемлена, а сторона х = Iсвободна и несет нагрузку 
интенсивности Q. Из (11 имеем

1=«Siri jt(3Z'^+2f5A2^^)i

Решение же по теории (2 | имеет вид

*2=(5§7^ <L6)

в) Полоса шарнирно оперта вдоль длинных сторон и несет равномерно 
распределенную нагрузку интенсивности q. В этом случае >: единственному 
решению приводит и теория (1 |

<1-7>

Решение теории [2] имеет вид

"■г=-г^П-։?-22?+'3+1^А։('՝х)1 ։1-8>

Отметим, чтп для случае» 6> и в> нс имеет смысла привести выражения 
изгибающего момента, поскольку из-за статической определимости задач они 
по обеим теориям совпадают.

Решения (1.!)-(!.8) приводят к следующим заключениям:
1. Поправки к классическим значениям прогибов теории |l J, полученные при 

удовлетворении условиям заделки нх=0 в точках срединной плоскости полосы 
zq=0, совпадают с соответствующими поправками теории (2J. В остальных 
же случаях поправки теории (2 | подучаются незнач и стельно большими.

2. Теория [1 | при статической неопределимости задачи (случай а) приводит 
к ничтожно малым поправкам изгибающего м ом Рента. Причем эти поправки 
в зависимости егг положения точек закрепления (значения zq) имеют разные 
знаки: при zq> h V У 20 они положительны, при zq< hV У 20 отрицательны, 
а при z0= Л V У 20 превращаются в нуль.

Теория же (2 )для изгибающего момента полосы поправок нс даст Очевидно, 
что появление незначительных поправок нестабильного знака для изгибающего 
момента по теории (1 ] является следствием того, что в рамках этой теории 
выражения основных напряжений пластинки содержат члены, кубические по по
перечной координате z.

Таким образом, для рассмотренных полос постоянном толщины решения за
дач по двум уточненным теориям [1] и [21 ։։ количественном смысле суще
ственно не отличаются друг от друга.

П.Рассмотрнм ортотропную полосу ширины Д толщина которой h вдоль 
длины постоянна, а по ширине меняется линейно (фмг.1). Полоса несет 
равномерно распред елейную нагрузку интенсивности q, привад синой к единице
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площади срединной плоскости. 
Пусть

Л = А |Х (2.1)

где Ло и Л| - постоянные. Полагая, что условия крепления сторон х=0 , 
х=/ по длине не меняется, можно считать, что все расчетные величины от 
продольной координаты у не зависят иполоса деформируется по ци
линдрической поверхности.

Фиг.!.

Переходим к безразмерным величинам:

h = hQt, и= h^u, у=Лоу՜» w = how՜, д=Вцд,

(А = Янф. М Ф = № =

г^=-вч',отх'7')'=яч*оТ,.

5=^лАо5, Nx= В цАоЛ'х, N у~ В wh^N у,

Mx=BnhlMx, М,= BnhlMy. H=BnhlH (2.2)

Здесь t - безразмерная координата, в՛ - прогиб, u.v - тангенциальные 
перемещения срединной плоскости, ТХ,Тy,S,MX,Nv, и Мх>МууН - внутренние 
усилия и моменты полосы. Черточкой наверху обозначены безразмерные зна
чения соответствующих величин.

На основе уточненной теории пластинок переменной толщины [2) с учетом 
обозначений (2.2) для плоской задачи и задачи изгиба полосы имеем:

а) плоская задача

= °> а(^)= 0 о®

%=^՜

б) задача изгиба
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й=7[«Л + 'Ф(»,֊р֊^т₽)>

Й=-!.«Й + М4^)

^=-^(12й+ Г2^). ^=-п(12Й+

л<։=֊л֊1^(л)^-4^^)’

*=1^#

Решения этих задач имеют вид: 
а) плоская задача

й"= С] 1пг + Сг, у'=Сз1пг + С«

й=»!^. й!>=4^^Р.Т։=Л1С|.

Л-^л.с,. У=|»л,с։

б) задача изгиба

Ъ = с1?-$

у= '(■»' ->)+ т? (Д-гё) 7 + с«,л'+с՛'+с.

й-с^ + с,,,«. „и=-|±‘/ТГ^Г

й = ^£^-12^.^)

^з= С9 (^?л։ -<) С>0 ^л?" V«)

+ Я = |^А?х,

"= ^<С’П •/п42+с>оя2/о+։)

Постоянные интсгрироаання С/ подлежат определению из граничных



на кромках полосы х —0,х=/.
3. Пусть полоса жестко защемлена вдаль сторон х= 0, х= /. Граничные ус 

ловия в этом случае принимают вид:
при Г1 = 1 и 11 = 1 + Д1-

й=0, У=0
* = о. -л,5+^й=о. Й=0

(3.1)

(3.2)

С учетом (3.1) и (2.13) нетрудно убедиться, что в данном случае плоска։ 
задача имеет тривиальное решение

м = У=О, ^=^2=0, 7\=Т,= 3=0 (3.3)

Удовлетворив последним условиям (32) с учетом (2.17), находим

С д + С ю — 0

С9Г? + С10/?=0 (3.4)

Поскольку определитель этой системы отличен от нуля, то
С9 = С ю = 0

Следовательно, 

^-1 = 0

С учетом (2.15) и (2.16) первые два условия 62) принимают вид:

-֊-С5ли,
^^~^С5*Ь,‘Сь+'1С1+С*

-ь>п). (»= и)

(3.5)

(3.6)

0.7)

Это и сеть система алгебраических уравнений относительно постоянных им 
тсгрирования С$ ~С&

С целью сравнения приведем решение рассматриваемой задачи еще и । 
рамках классической теории пластинок, нс учитывающей влияния поперечны» 
сдвигов. Эти решения имеют вид:

й° = й°=0 (3.8)

в՛ ° = ((1л/ -1) +
Лт ^"“-^7+с»+с’

А/$= ֊^֊ + С?/ + С? 
2/1 Г

(3.9)

Постоянные интегрирования С? определяются из граничных условий, которые 
приводятся к системе

-£-с?+ * с3+су= -^1п(, 
лр/ «ИГ «1
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^1П"С?-л^с5+ ,|С?+ с։= ®'<0 (‘= 1Д) <310>
4. Пусть

Ло//=0,05. 7=10’ (4.1)

Будем рассматривать случай ортотропной и изотропной полос, защемленных 
вдоль длинных сторон. Для материала ортотропной полосы положим:

Д2=0г5£|, Ез=0,2£ь У12=03, Ув=0,51'|2,

»'31 = 0^1'а, С։2=0Д£։. в|3= 0,1 Е։, Са=02£| (4.2)

Пусть материал изотропной полосы характеризуется модулем упругости Е и 
коэффициентом Пуассона V = ОД

Пользуясь общеизвестными формулами (11 вычислим отношение В\\/В $$ 
Для рассмотренных случаев оно принимает значение:

дл яортотропной полосы-12.195

дляизороиной-2,857 (4.3)

Классическая теория
Таблица?

Л։ Л/1*103 Хм М2х103 Л/3*103 X» и՛ т;«
0,05 -21,18 0,43 16,05 -48,60 0.43 1,64
0.1 0 -15,66 0,39 15,16 -58.63 0,38 0,78
0,15 -12,46 0,37 14.36 -69,98 0,35 0.45
0,20 -10,36 0,34 13.66 -71,75 0,33 0.29
0.2 5 -8,85 0,33 13,04 -81.90 0,31 0,20

Уточненная теории (изотропная полоса)
Л| ■М^ку5 Жм Я72х Ю3 Л/3лЮ3 н' «к
0.05 -21,23 0.43 16,06 -48.49 0,43 1x22
0,10 -15,73 0,39 15,20 -58,41 0,37 0.89
0,15 -12,56 0,37 14,44 -65,58 0,35 0,54
0,20 -10.48 0,35 13,80 -71,10 0,33 0,37
0.25 - 9,01 0.33 13,26 -73,88 0.31 0.27

Уточненная теория (ортотропная полоса)
Л| Л/^Ю3 хм Л? 2Х10 Л/3х103 х* ** ПИ

0.05 -21,35 0.43 16,10 -48,26 0.4 2 2,56
0,10 -15,93 0.39 15,31 ֊57,83 0,38 1,26
0.15 -12.83 0,37 14.66 -64,52 0,35 0.85
0.20 -10,81 0,35 14,16 -70,78 0.32 0,63
0,25 - 938 0,34 13.77 -73,28 0,31 0.49

В табч.2 представлены безразмерные значения некоторых расчетных вели
чин изотропной и ортотропной полос различных переменных толщин,'получен
ные на основе классической и уточненной теории пластинок. При этом через 
Л?։ и Л?3 обозначены опорные моменты, а через М2- экстремум изгибающего 
момента, который возникает в сечении с координатой Как я следовало ожи
дать, наибольший изгибающий момент получается на толстом краю полосы
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х = 1.
В последнем столбце табл.2 приведены безразмерные значения максимального 
прогиба н-я,^ получаемых к сечениях полосы Х*. На ф<г.2 н 3 построены 
графики изгибающих моментов и прогибов полосы при Л։ =0.15.

Из этих графиков видно, что изгибающие моменты полосы по классической 
и уточненной теориям, как и следовало ожидать, практически совпадают. 
Поправка, вносимая уточненной теорией, заметна лишь для прогибов полосы.

В зависимости от характера анизотропии она может оказаться весьма су
щественной. Например, поправка к максимальному значению прогибов 
изотропной полосы составляет прим ерно 20% а для рассмотренной ортотропной 
полосы она доходит до 85%

Таблица 3 гя/впх103

г /Л

о
 II IX 7=0 7=0.367 ?=О373 7 = 1 х = 1

изотр. ортотр. изотр. ортотр. изотр. ортотр.
0 13.85 14.01 -0,73 -0,77 -3,82 -3,81
0.05 13,66 13.81 -0,70 -0,75 -3,80 -3,79
0.10 13.07 13.22 -0,64 -0.68 -3,74 -3,73
0.15 12.09 12.23 -0,53 -0,57 -3.64 -3,63
0.20 10.73 10,84 -0.37 ֊0.41 -3.51 ֊3.49
0,25 08.97 09.06 -0.18 -0.21 -3.33 -3,31
0.30 06,83 06,89 0,07 0.04 -3,11 -3,09
0,35 04.29 04,32 0,35 0,33 -2.85 -2.83
0.40 01,37 01,35 0,68 0,66 -2,56 -2,53
0.45 -01,95 -02,01 1,06 1,04 -2,22 -2,19
0,50 -05.65 -05,77 1.47 1։47 -1.84 -1,81
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Таблица 4 ата/ тт1х

л. изотр. ортотр. В таблЗ приведены значения безразмерного

0,05 8,67 8,78
0,06 8,22 8.25 сечениях х—0,32 — 1 и э сечении макенмапь
0,07 7,76 7,79
0,08 7,35 7,39 В ТЭ&1.4 представлены отношения максималь-
0.09 6,99 7,03 пых значений нормалк-ных значений нормального
0.10 6,67 6.67 я касательного напряжения. Оба эти напря-згения
о. и 6,37 6,42 свои наибольшие значения принимают в тонком
0,12 6,11 6,15 сечении полосы х=П Причем, наибольшее
0,13 5,87 5.91 нормальное напряжение получается в крайних точ-
0,14 5.65 5,70 ках, а наибольшее касательное напряжение в
0.15 5,44 5,49 середине этого сечения. Как нидно из данных
0,16 5,25 5,31 габт.4, с увеличением толщины (параметра й ։) от-
0,17 5,08 5.13 ношение СТтхх^та.։ убывает В рассмотренных
0.18 4,92 4.97 пределах изменения Л( оно доходит до 4.
0,19 4.77 4,82
0,20 4.62 4,68

-А?» 4,49 4,55
0.22 4,37 4.43
0.23 4,25 4,31
0,24 4.14 4,20
0.25 4.04 4,10
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