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ОБ ОПТИМАЛЬНОМ УПРАВЛЕНИИ КОЛЕБАНИЯМИ ОРТОТРОПНОЙ 
ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПЛАСТИНКИ ПРИ УСЛОВИИ МИНИМУМА ЕЕ '

ПОЛНОЙ ЭНЕРГИИ

Саакян А С.

Սահակյան Լ.Ս Ուղղանկյուն, օրբոտրոպ սալի տատանումների օպտիմալ 
ղեկավարման մասին նրա լրիվ ւննրգիայի մինիմիզացման ղեպքում

ՈրտարկվԱՕ I ОСЦШПО Ոողակասրվ ասրսՀյվաՕ ուղղանկյուն, ОЛРтПЛПЩ սատ տատանումնՕոՈ 
օսւորօալ ղեկավարման пйпйпс. >տա սսրրն մակնրեույ₽րր վրա րաշյսվաօ աոտաըոն швЬлп 4Ո?ոօով 
Որանս օատրձատւրյան ոայտանքկ վօրօկաՕ ( мш|Л ամրողշ (նօր<ղքւան. Դ«յավարմաս ПЛпПпс сопцил է 
վաոՈացՈոն ոյնոոհ, ոոհ հաճար կատարված են ուօնղ մրնրմումր րավարար սյայձանսորօ

Sahukyan L5. Abou։ Optimal Control of Orthotropic Right-angler Hatt Vibrations on Condition։ 
of Minimum of its Full Energy

Р&сс-чптрпяасгсс 1ад։чи об оптимальном упри ленки колсбаннимн шарнирно опертой по 
краем прямоугольной ортотропной пластинки при помощи инешмис от нормально 
распределенных по осей се поверхности. В процессе управления мииимюирустси полип* 
энергия пластинки. Задача управления сводите» < нарнацмелпюй задаче, для которой, как 
показано, выполнены достаточные условия енльнпго минимума.

1 .Прямоугольная однородная ортотропная пластинка, у которой главные 
направления упругости параллельны направлениям сторон, оперта (шарнирно 
закреплена) по всем сторонам и колеблется нормальной нагрузкой /(/да՛), 
распределенной по всей ее поверхности. Направляя осн ах и оу вдоль сторон 
(0<х<й, 0<у <Ь ) и рассматривая малые поперечные колебания, уравнения дви
жения пластинки можно записать в виде <[11, с.244):

(1.1)

где И,(/рс1у) - поперечное отклонение точки (лу)_пластинкп в момент г; 
Н-толщина; у - удельный вес материала; й/։ / = 1,3 - постоянные. Прогиб 
И'(/рс^՛) должен удовлетворять следующим граничным условиям;

(/.Оз՛) = И'(/д}։) = 0, = Мх(/а>՛) = О,

И<(*Л0)= и<(гд^)=о, Л/У(/Л,О)=МУ(^)=О (1.2)

Л/д, Му - изгибающие моменты вдоль осей аг н оу соответственно.
Потенциальная н кинетическая энергия пластинки будут 

(П к.240)
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r=^;o ( f0 №h‘‘''J։ <L3։

Количество энергии, затраченное на формирование управляющего воздействия 
/(/д^у), можно охарактеризовать (оценить) функционалом

Tab
/• 5 f f (/(W)l dxdydt (1.4)

ООО

Пусть усилия/(rrvvy) сообщают в момент f» 0 следующие прогибы и 
скорости:

*'(0а)') = 4аУ). ^7^1,^ = ^) <։■*>

Задача 1.1. Требуется определить внешнюю нагрузку /(/д\у) так, чтобы при 
некотором конечном t—T>0 пластинку на заданного начального состояния 
<1-5> перемести в состояние

Е в'(тл>)=о, l“3££)|r։=r=o (1.6)

С солки синем граничных условии (1.2). минимизировав при этом функционал 
(13)41.4)

H=T+V+J (1.7)

характеризующий полную энергию системы. _ __
Вводя независимую переменную г по формуле г= tV/-и сохраняя за новой 

переменной старое о&оначсиие. уравнение (1.1) приведем к виду:
□ 2тгг Д * Д < • л <| ^7.+aauz=/(,j,v).aa=d,±։ + 2Dj_^7+Di±։ (1.8>

В случае, когда /(гл\у) = 01 собственные числа и собственные функции краевой 
задачи (13). (1.2) известны

&, = Я*(О|*,+ 2Дг^+ оХ). 
а а о ö

Г ÖUav) = sin ^.vj sin (֊yyj. Vn= 1ДХ-

Эта снстсмл собственных функций является полной в прос- 
транствс/.2((0х7)40Л)).

Исходя из граничных условий (1.2), решение уравнения (1.8), а также задачи 
е 1.1 целесообразно искать в виде

И. ՛.’ w Ow) =^2ци< ьп (0 äi xj san ^уу j
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И'ы(0 - JT / lF(M\y)sin sin dxdy I

/(*Л?) =J^ « ^©яп ^~xl sin

«ы(О = гЦ / /(W)sin |֊֊x| sn dxdy (1.9) |

Подставив теперь разложение (1.9) и уравнение (1.8), для неизвестных коэффи
циентов И'^т(/) и Ukm(f) подучим следующее обыкновенное дифференциальное 
уравнение:

^“ + ^И'ь,= Иья. *^»1ДД-<1.10)

Из начальных условий 03) следует, что

^(0)=^. ^^)- = tphn

<fkm = / <foy)an (֊*) Sin j dxdy

/ ^)sin^x|sin^yj<iv(Zv, k^n= 1.2Л- (1.11)

Условия (1.6), с учетом полноты системы собственных функций, приводят 
к следующим равенствам:

И'ь»(Г)=0, ^^> = 0, kjn= 1ДД- <1.12)

Подставив теперь в (1.7) разложения (1.9), получим

я=т+v+/ = -$ £ Л
«ул—1 О

Возможность почленного дифференцирования и интегрирования рассмотренных 
рядов будет установлена ниже. Вводу того, что каждое уравнение системы 
G.10) не зависит от других уравнений этой системы, а функционал

Яъп= /,[(^^а)2 + ^И'Ья+"У ЛЬО <1.м>

зависит только от управления то минимизация функционала (1.13)
эквивалента минимизации каждого из независимых функционалов (1.14). Таким 
образом, задача 1.1 приводится к задаче оптимального управления системы 
(1.10), (1.14) с начальными и конечными условиями (1.11), (1.12) в пространстве 
LifO-To).

2. Посколъкузадачаоатгимальногоуправлениясистемы (1.10), (1.4) влростраиствс 
^(O.T о)неразрешима.тоззменимсеэквивалснтнойвариацноннойзэдачей.
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Подставимвырэ жен и с (1.10) дл я (г) и функционал

о

а»
о <« 

н вместо соответствующей задачи оптнмальонрго управления рассмотрим за
дачу на экстремум функционала <2.1) при следующих закрепленных граничных 
условиях:

И'ь.СГо) = 0. —= о (2.2)

Необходимое условие экстремума приводит к уравнению Эйлера-ТТуассона 
(R 1 с.345)

И'ь»+ (2^-1) + &, №, + !> Ья = 0 (2.3Г

а его интегральные кривые являются экстремалями рассматриваемой 
вариационной задачи (2.1), (2.2).

Рассмотрим выражение

(?(уДСд/хАЛ) =

_ 6(1-У1У2)

Пусть параметры, характеризующие пластинку, тзковы. что 
0(у£(}дЬЛ) < 1. Тогда корни характеристического уравнения, сссггнетствующей 
(2.3), будут иметь следующий вид:

И Ьп = Ц ( V 1^+2^^+ I

4 + 2%я + 24„7Я{т+ I ) = ±\{а1т±1р^ <2.5>

Очевидно, что 1 • а 2‘П1։с^25 = 0 ’ РассмотРнм функцию 

/(*) = / 1 -2д? + 2хУдЛ+ 1 при хС Ц+о) . Для всех хб &+•>$, / (х)Х). з 
Мш^(х)=\^7то есть функция /(д) в р;4-о$, монотонно возрастая, стремится 

к пределу /Г՜, 1</(х)< /2 . Теперь нетрудно заметить, что при х* 0. 
х-^кт ^(^к^ = акт ДО есть 11т(Х*„։«1<ССЬп<\^՜ при любых

*/п=1ДЗг-
Общее решение уравнения (2.3) имеет вид:

И'ьл (0 = °Ф (а ьА (С^сш (рк„/)+ сМап (в л^г))
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+ ехр(-аЪпг)(с^)са5(бДл/)+ с&'Уйпф^У) (И

где 0՜= Т^՜) определяются из граничных условий (2.2).
Вычислим определитель системы линейных неоднородных’алгебраичес! 

уравнений, которым должны удовлетворять постоянные с^1^.

Ы °^СХ₽ ^^аЬпТ°)

Покажем, что всегда можно добиться, чтобы Д^* 0 для 
|Ци = 1; + °Ч. Для этого оценим выражение (2.7);

0.7

Дьп > Д*™ = X -1) -2

Последовательность 1 «нляется монотонно возрастающей
ограниченной сверху, а

1нп5ь,= 2(сА(2^Т0)-1) > О
Ь?г<о

Теперь, если выполнено условие Д։12Ю, то очевидно, что Дь,»* О для лкх 
£/п = Т, + а если нет, то потребуем его выполнения

сл(2т^„)а։ +“11 + 2^1 (2.

Условию (2.81 всегда можно удовлетворить соответствующим 
времени управления Т^.

Итак,

сИ=֊[ (1-вхр(-2аЬ17’0))Д1я+ 2а^,151п2(вь|Т(0

+ О-кпЗ Ал(^ш (^/3 ~~ С^пЗкГ ,

СН=֊[ а^де^т0)-а^Ьясхр(֊2аыт0)

+ (^3 ^То) ] .

+ I «ь1яп(^ъп7՝о)-^ьл(1 -арС’Зад'о))] Д?^д~։

сН=УЪп֊сИ.

сН«д֊( ал+ ^’•гаысН’ЛьпсН (2.

И'ЬиО)* (( ехр(а^)֊©Рб«ь/)) ссб(/Зь/)- 

-2^2 ЯП 03 ыОеф(-«ь/) кИ+ ^ехр (-аЬп/)освОЗ 

[ (ехр(аь/)-е<реаьг/))яп(в^)) сН
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+ схр (.аЬяг) ап(б (2.10)
г* СТ

Таким образом, функция (2.10) является экстремалью задачи (2.1). (2.2).
Для проверки достаточных условий минимума функционала (2.1) со

ставим уравнение Якоби и функцию Всксрштрасса ((21 с37Д). Вычислим вторую 
вариацию функционала (2.1)

Т°
Я кт кт-^ кт՝ Ьп) ^1 =

0

т0
= 2/ [#я(1 +Л&п)ЛЬл+ ^1т^кт^кт+ А£п+А'^Л 

0

составим уравнение Якоби

«ЭФ <1 ЭФ . / ЭФ _
^-ЗгЭТ^ + 5?эт^-°

ИЛИ

А"ьп+(2^,н)А'ь.+4п(^п+։)л*п,=о ап։

Общее решение уравнения (2.11) имеет тот же вил (2.6), однако постоянные 
интегрирования будут определяться из следующих начальных и граничных ус
ловий:

А*»(0)=0. Аь,(0)= I. А'ьп(О)=О, А1т(Го)=О.

Из первых трех условий имеем.

с/Н+ </Н= О, СГЬ,</Н+^Ь,</Н= 5.

=0 (2.12)

Общее решение уравнения (2.11), с учетом (2.12) будет

*Ьп(0 = 2(/Н<Л(«^)+

+ ^;сЛ(аь/)яп (/?*„/)

где </^0 определяется из условия Л4т(То)~О и имеет вид

Ч’аьп

Если функция Ддт(() обращается в нуль где-то между нулем к То . то для 
определения с!}ип^ в качестве Гр нужно взять именно это значение, а вместо 
времени управления значение Тр-Е , где £ - достаточно малое положительное 
число.

Таким образом, если параметр То выбран согласно указанным условиям, 
то для всех г€ [О.То-Е ] будет выполнено усиленное условие Яхебн.

Для составления функции Вейерштрассз функционал (2.1) представим 
в виде:
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То
Hhn~ $ [ хГХгп(^т + Дт) + xlbn + *lkrj Ж (2.13)

О

где xUm= Wkm . X2bn=*U« Так переменные хкЪп.хЙ1П связаны диф
ференциальной связью , то в переменных х^лгы мм имеем
вариационную задачу из условный экстремум, поэтому вместо функционала 
(2.13) рассмотрим функционал

То
я£п= / [х1ы։(4п+Д^։)+^х1Ъп*2Ья+х?ь։+а5ь։ 

о .

+ /* (0(*Um-*2to»)W' = / ^Л1Ьп»Х2ЛтЛцтЛ2ь5Л
О

Теперь составим функцию Всйерштрасса:

\km~x 2hn^ iim^UaniP О»* lkm)iQ (^-1Ъп)) —

"^*(W lbn«x2fan’/։ Ucni)// GA։Vn)) “ ('’cLbn՜/’)

+ f\t,X \кт՝х2Ьп<Х Lbnr<2bn)“(^'2ÜK—<7)

Следовательно, во всех точках (t^^nrXikm) и Для произвольных хц^, 
X2t„։, Е^О , то есть выполнены достаточные условия сильного минимума.

Таким образом, функция (2.10) доставляет сильный минимум функционалу 
(2.1).

3. Рассмотрим вопрос о равномерной сходимости рядов (1.9). Для этого до
статочно рассмотреть равномерную сходимость следующих рядов:

ОС X
2 уЪп(!), 2 «L® • <З.П

кт —1 km—1

Из (2.9), (2.10) следует

IcHl =^(2|а.| + |й„| ).

|еН s^(3|«J +2|Vte| ).

I W'to.O) I (ИсЛ (ater0) + Mo + 8) I I

+ Ao+ 4) I Vtal

где Д0=пнпД*„, Учитывая ограниченность Д^ .будем иметь 
kjn

I ^(01 <Л/( | ffcj + | , М= cais։.

Для ukm(t) имеем

UJhi(r)e Й/Ьп(0 + ^(/)2И'ь։(0 =

= (^n + ain^in)^(0

-2W km [exp (aw) (c^sin (ß -c^cosfß
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+ e*P (-c^sin (fl tn/) + cf^Occs (fl ьпО) ]

l«Qm(<)l ^4n+(«hn + £hn)2| W'Am(0l

или учитывая, чтоЛ|ти (а^т + fl^т)2 имеют одинаковый порядок относительно 
к,т, получим

I НЬ«(01 | yul + | Vbn\ ) , М= ccnst

Теперь, для равномерной сходимости рядов (3.1) достаточно, чтобы сходились 
ряды

ОО 00

2 S 4»й» ։з.2>
tm=l Ъп=1

для чего, естественно, предположить

д 4 W л 4 ii/

аТ^аТ^41՛ d7ad7l€Li-a"w <33)
Тогда нз условий (33) следует как сходимость радов <(3 L с.144)

a=w
кл\—1

так и сходимость рядов (3.2).
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