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Нп основе урлписинй газожидкостной смеси исследована задача двух нелинейных 
пучков, распрострлнмютихсв навстречу друг другу. Исследованы ураинсння коротких 
волн дли магнитных жидкостей с пузырьками.

I. Распространение встречных пучков в несжимаемой жидкости с пузырьками газа

Исследуется задача о двух нелинейных пучках, распространяющихся 
навстречу друг другу. Уравнения газожидкостной смеси имеют следую­
щий иид (91:

. ^+V(pV)= 0 .₽=/>,(T֊)S) <11>

֊J = COn.«. Г։ЛЭ = Р։ОЯЗ Г'-Р+рВ ^֊+ — 

где газ считается изотермическим, р — плотность смеси,р - давление в 
смеси, г - вектор скорости частиц, R - радиус пузырьков, р - их кон­
центрация, /’к - давление в пузырьке, г - кинематическая вязкость.

Выберем ось л- по оси симметрии пучков, совпадающей с нормалью 
к волнам и точках пересечения с осью пучков, у для осесимметричной 
задачи будет радиальной координатой. .Как и в газовой динамике {1.2]. 

можно ввести характеристические координаты $ । 2 = I + , где I -

время, а0 - невозмущенная скорость звука, °о = 7ГЛ >̂՜ • Полагая для
Р оРо 

компонент скорости по осям х,у и плотности
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(51 У) +

P "Ло + Pi (5i .։.>)+/»։(«։

<1.»

и осредняя уравнения (1.1) по £ • и £( соответственно можно с учетом 
того, что средние значения функций й։ 2 ֊ 0 , у։ , 2 = 0, />1,2=0 , где 
осреднение проводится по эйконалам £։2 (2,8|. получить уравнения

2f£l + ^LL_“l£^Le£^^J. + (Л_3)£О P1i£i 
dt а£ ։ «0 <Ч| ро , ՝• 0О ' р2 1 ։

к а3/> | 4 у а2/> 1
°о а£? 3А)Яо/>о а£?

Ri (1.3)

д U2 д_и_2 U 2 д U 2 др! ( 2 _ QQ д р2 
Sl + SJ, ■ »„ «2 ° Ро Й5 г 'h ' р^Кг

+ * Р1 + 2v д*Р г

“о «J W’o/’» Jfj

др 1 р о a U 1 _ р О д U I 2 U ip О д U 1 , dV I У 1 у
«I ■ «о «I ՝ “о »» aj «П՜՜'’0՝ iy У )

др 2 ро dU2 
di 2 aQ dt

dv I du 1 Оу 2 du 2
К I ' - “° iy ’ Кг՜ "° Sy

Здесь учтено, что в основных порядках

(1.4)

(1.5)

Равенство нулю средних значений искомых величин выполняется для 
киалимонохроматических волн И.5 1, поскольку интегралы по 
£2 и £| от экспонент схр(։£2|«), схр( 2 । £ 2,|ст ) равны нулю,а сво­
бодные члены в основных порядках |5] нс влияют ил уравнения для 
первой и второй гармоник.

Исключая из (1.3).(1.4), (1.5) -^1։7 и , можно получить 
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уравнения коротких волк для встречных пучков, которые оказываются 
и первом порядке не связанными [2,3,4 |.

д2 и 1,2 _ 2/ 3 2 К | £ дч 1 \ _ 1 д ди 1 ,2
#1.2 91 “°0' ау2 у 9у ' М>#"и#1,2

2 *' 9 Зи 1,2 _ а 4 и 1,2
3До*о #1.2 2<*о #1.2 (1.6)

Вводя обозначения

Г = 4-. О._1Ц , {,,--г|։ + ±, 
й ЗД,<$ ,л «о

где 2/ - расстояние между зеркалами [3 |, можно получить уравнения

1 г з Ок 1.2 
". »’и 1/2 ■>'..2

£,д3ц..2 *-ро а4щ.2 
^1.2 2"*

(1.7)

где Я| = сг0 есть поперечный оператор,

причем в жидкости дисперсионное уравнение 
а։ = - а 2 ; а । , а 2 - компоненты волнового вектора, и в силу 

того, что вблизи оси пучков «2 = 0 , « । », можно показать на 

совпадение уравнений (1.6) и (1.7). Уравнения (1.7) для более общей 
задачи в магнитной и проводящей жидкости другим более эвристическим 
методом получены в [3[, где имеется неточность и знаке в правой 
части (1.7) в уравнении для и 2, нс влияющая на уравнения модуляций

Как и в |31, можно искать «|,2 “ виде волн с медленно меняю­
щимися амплитудами и фазами, записать решение в виде газовых пучков 
и изучать явление бистабильности в резонаторах. Следует отметить, что 
представление решения в форме (1.5), то сеты։ виде суперпозиции волн, 
предложено в [1,2,8 |, однако эта запись верна только в нулевом порядке, 
а в первом порядке р։ 2 выражаются через «։дс помощью (1.4).

Кроме того, в указанных работах рассмотрена одномерная по х за­
дача. В [3[ предположено, что разность фаз при х - 1 равна нулю, 
что нс увязывается с равенством нулю скорости на оси у .

Следует отмстить, что уравнения (1.7) имеют место для произвольной 
среды, что получается из принципа суперпозиции для нелинейных волн 
[8 | и, как показано далее, для магнитной жидкости будут дна собствен­
ных вектора, причем в силу их однопарамстричсского произвола можно 
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полагать и = и ։- и 2 .

2. Конкретизация уравнений коротких волн для магнитных жидко­
стей с пузырями

Чтобы конкретизировать коэффициенты к переменные п уравнении 
коротких волн (1.8) для магнитной жидкости с пузырьками газа, запишем 
это уравнение п виде (7-9 |

го:Н-0 . 7(яЙ)-0 ,

I- /1
77, * «»•«

"2 р''2* 4. •՛՝■ 4.3 / '1Я\г
р‘-р-^--^+1>к-^т + ■кГ-ЗТ'^-П) °-1*

Здесь газ считается изотермическим, р - магнитная проницаемость. 
рI - плотность жидкости, R • радиус пузырька, /5 - концентрация пу­
зырьков, Н - магнитное поле.

Взяв для лучков с осью симметрии х одномерную по х .։ постановку 
задачи, можно получить решение в основном՛ порядке, где ось 
направлена по нормали к касательной плоскости к волнам в точке 
пересечения осн х.

Выберем начальное магнитное поле по оси х . Тогда имеем 
приближенно И у = 0 , //2 = И 2 . Кроме того, (2.1) даст без учета 
нелинейности, диссипации и дисперсии

РГ } а/З2 Р 8* дх

д X Р х |^0х

60



н1_, 1 (22)
Р 2 8л О х 4 л р 1 О /1 • д х •*

Отсюда можно получить

->(^)2։-^ + <1-^й“° ™

р,И(1-1)1 _ I
Л» »о

ИЛИ

-^+<1-«^=°

д2и и 1 д2и
Ох 2 Н2 01՝

Такое же соотношение получится для нелинейной нормальной 
скорости полны, где вместо Н । , //0 стоят сп , Н п .

Решение уравнений (2.5) можно записать в виде

“ - "I (II) - «։(«») 41 = '-7Г[ ■ ^2 = , + 7?7

|»'֊-х1«|(4 ,) + “։«։)] X = «•«

Таким образом,решение и. {>՛ записывается через решения н 1>; 
уравнений (1.7).

Поперечный оператор имеет вид 13,4 |

, , , I О'а । , д2и | , 2 к Ои I .2 ч о Сч

у -радиальная координата в задаче с осевой симметрией, в которой
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Л=|, или декартова координата в плоской задаче, в которой к = 0; 
а ] , а 2 - волновой вектор, который в силу того.что ось пучка совпадает 
с осью х и что волны близки к плоским, имеет координаты

777 • “։ ’ 0 ■ “I “

//р невозмушенная нормальная скорость волны.
Следуя [5,61, можно написать обобщение уравнения совместимости 

на волнах и получить в нелинейном случае с учетом диссипации и дис­
персии значения коэффициентов в (1.7) для волны Ы| (и аналогичные 
соотношения волны и 2 )

<7,+ % = «,+(? + !),„ + он ,у^+Е«? —

° _ * ~ н о 
2 Н ] 8л/>|

,ггяо

-<2-^֊1^г+6(2֊^Ж51
/л ц \ 6 ( д,‘° \ 31

<2.6)

Здесь а 0 скорость звука смеси,С учетом того,что Н Л « 0 
получится

.//

(2.7)

2~^° )
4 л//ор/ 0

, _ н1 2-Ро о2,-о
(2.8)

" |

*5
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Можно записать (2.4) в виде

Уравнения (1.8) связывают значения и и /3'.
Тогда уравнения (1.7) запишутся в виде

<Г и 1 I , . . 1 0 / _ ди 1дт։д/ " 2 “ Н ։ дг/ Ги 1 дг,

дг 2д/ “ 2 д։2 дг2 /
(2.9)

3. Узкие пучки с медлеино-мсияющимся амплитудами

Для квазимонохроматнческих пучков решение уравнения (2.6) можно 
искать в виде 14]

“ 1.2-1I"+ V(«Р ( ֊ -1«21 + <01.2 )

+ и (|։2Схр( - 2 и։а 2 / + 2 / о |>2 ) + к . с.

Здесь у < °2>։< * >•<2 > . амплитуды гармоник,зависящие от

©1,2 = а г։,2-ш > фаза с учетом малой частоты ш за счет дис­
персии.л - основная частота.Подставляя (3.1) в (2.6) и приравнивая
слагаемые при гармониках в силу стационарности пучков, принимая 
дЦ в
дГ дг։'2

уравнения

учитывая, что в основных порядках 1/(01 нс влияют на

£/(։> ։ у^2\ можно получить уравнения для возмущен­
ной частоты «, затухания и։ в функции от основной частоты н уравнение
модуляции для стационарных пучков

։ а + 2 к։ а 1 + 3 (ш ) - | £ [ и |]
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12«")+ ֊4(21«+ Юг,«։

+ 301 а, ) - | О (и 12 1 = ■֊ а 1 и ($’

Пусть ш <<а .однако ои>>1, где / -характерное время, -֊-.Тогда 

слагаемыми с производными от второй гармоники можно пренебречь и 
уравнение примет вид

и 1?--------—(/(՛։

(<« + 2֊-,«2 + 31ш)- ֊֊( 2^

т I = —----------у (2 “ 12՛ схр (- 2п«г<)
у 8Я?(/и։а2-Зси) 1,2 1,2 

или после подстановки = а ехр(/у>) получим одинаковые по форме 
уравнения для обоих пучков г = т։ '2

.др , , Зг._2\_1_ да Л 1 д2 а । , д2 а-а-^-[1- — Еа +—2^а-----------------— [---- 7
* "1 ' дх ։ “«I

, к д а / др ч 2, з+ у-^-а^> ։=։1» «•»

22(1-^-£«г) + 2е2И։,«—
Л Я1 1 91 1 аа1 да! ду2

+ а£^ + 22£ 2^=А>. аз (33)а у ду £ ду ду) *• 2 а

л։=3£а25 , л.-2=-*>։аЯ|^

_ Г2а схр (- 2 У| а 2 / )
8//։ (9£ 2а* -¥у{а2 Н} )
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В предположении малости линейной диссипации и дисперсии при на­
личии симметричных относительно х = 0 граничных условий можно ис­
кать решение узких пучков для (3.3) в форме (4-61

К (
2Я

(3.4)

Н I—-— — кривизна волны. 
R оа

Подставляя (3.4) в (3.3). при граничных условиях 

для безразмерной ширины пучка / и частоты а, получится

- '^С72-( '/с՛-I
"’1“ с “ С'

Л' /т нЧ ,! , , с2аг\2
* + А <3-6’

" I / О С а с Н ।

где 

« =

7 о с ՛
>■«

«। № < о

а А находится из условия, что при х = 1 для резонатора суммарная 
фаза равна нулю (3].

Следуя работе (31, для звуковой волны, имеющей почти линейную 
поляризацию по оси х ( у 11х ), можно записать аналогичные соотно­
шения на зеркалах и получить пропускную способность интерферометра 
(3]
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р _ 1ч I I *(1 Е) Р,^(1+—Ц-^Лп’у + Г)] ’
1 1Л-012 (1-Е)

, 2а1
■’=- «7

Л
4£<х')=- 2 ± х '

(3.7)

Уравнения (3.7) лают неявные значения для х
При упрощении (3.6) для х- -I предположено, что зеркала являются 

конфокальными и имеет место условие резонатора |3|

/ о = I ~2 12 ”л» С' = 2 с՜.
н I

При больших К 0 лопая часть (3.7), являющаяся прямой линией, име­
ет несколько пересечений с функцией, даваемой правой частью, что 
приводит к возможным многим амплитудам в интерферометре,

приводится к появлению бистабильности |31. При - ■ > 0 имеется
Л։2

критическое значение х ’ = 1, при котором достигается фокус.
Для выяснения влияния магнитного поля на явление бистабильно­

сти,напишем х 'в развернутой форме

2 - До , дио \ . 2 , 2 - До \ ► ,2ь . +~(^)(к+6'7Г՝{՛ £=

где обозначено

во., // <5 ..
7Г = * I • - -----------2 = $ 2
"՝ 4лропо

//? = «о + 2 ~ Д о н 8 , о ло \ ։ 
Ло 4*/>0 1 ад0 > (3.8)

Расчеты показывают, что для магнитной жидкости с пузырьками газа 
( До>О , 3 ) при увеличении напряженности внешнего магнитного поля 
($2) явление бистабильности усиливается. Таким образом, для осуще­
ствления этого явления требуется меньшая мощность начальной полны.
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