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Рассмотрена аптиплоским контактная задача для упругой изотропной полуплоско­

сти с вертикально)! полу бесконечной трещиной На границе полуплоскости 
приложены дна жестких гладких штампа с основанием произиольной форлы. сим­
метрично расположенные относительно оси грешнны

Рассматривается антиплоская контактная задача для упругого изо­
тропного полупространства ( х> 0 ) с вертикальной полубссконсчной 
трещиной ( а < х < <*>).

На границе полупространства прикреплены два жестких гладких 
штампа конечных размеров (0 5 у 5/») с основанием произвольной 
формы, симметрично расположенные относительно оси трещины. Прини­
мается. что на штампы, на границе полупространства и на берегах тре­
щины действуют силы, приводящие к состоянию антиплоской 
деформации. Задача решена методом Фурье в перемещениях.

В силу кососимметрии граничных условий достаточно рассматривать 
только квадрант (0<х<оо , 0< у < » ) со смешанными граничными ус­
ловиями.

Решение задачи ищется и виде сумм интегралов Фурье. Для 
определения неизвестных плотностей интегралом Фурье получена система 
парных интегральных уравнений Парные интегральные уравнения 
решаются в замкнутом виде метолом ортогонализации и полученная си­
стема сводится к интегральному уравнению типа Фредгольма второго 
рода. Доказна разрешимость этого уравнения, в частности, решение мо­
жет быть найдено методом последовательных приближений.

Получены формулы для определения перемещений в точках берегов 
разреза и напряжений вне разреза, выделен коэффициент особенности 
интенсивности напряжений к критической величине по теории хрупкого 
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разрешения материала, получается выражение, которое определяет р.н 
пространснис трещины и се устойчивость.

В частном случае, когда длина трещины стремится к нулю, получа­
ется антнплоская задача теории упругости для полуплоскости без 
трещины. В этом случае решение задачи получается в замкнутом виде. 
В силу кососиммстрии достаточно рассматривать только область 
квадранта при следующих граничных условиях:

*/,(0.у)-/1(у) Ой узь , /| (0) = О

г тх(° ■>') = /2(У) Л < у < »

{/ , ( х , 0 ) » 0 0 й х й а

т։у(х,0)»/3(х) а 3 х < оо (1)

Решение поставленной задачи математически сводится к решению 
гармонического уравнения относительно функции перемещения 
и: (х.у). Решение гармонического уравнения ищется в виде сумм ин­
тегралов Фурье:

О : (* . У) = ( Л (а ) схр (-ах) яш (а у ) </ а

+ /с(0)ехр(-0х)я։п(/3х)<//?

Используя обычные уравнения, связывающие 
напряжения с перемещением Уг(х,у), получаются

<2>

касательные

- (7 J а Л (а ) схр (- а х) я!п (а у) (1а

+ С / РС (р ) схр (- Д у) соя (р х ) (1р

~ / а А (а ) схр (- а х ) соя (а у ) </а
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-б ^0С0)схр(-/?у)а1п(рх)<//» (3)

Здесь Л(в)иС(/1) - неизвестные функции, подлежащие 
определению из граничных условии (I). Удовлетворив граничным усло­
виям (1). получается следующая система парных интеграл ьгных 
уравнении:

/л (о) 5Ш (« у ) с1а = /1 ( у ) 0 5 )՛ й 6
о

^аА(а) мп (а у ) с/а 

о

- -^/г(У) + /рс/ри^/-р,х1р 
и

ш
[ С (Р ) ։1п (Р ։ ) 1/0 = 0 0 а

и

«а
/ ре (Р) :м(рх)<1р

О

= - ^/з ( х ) + аЛ (а ) схр (- а X) Аг 

о

(4>

Ь < у < ОО

а < х < да

Подобные парные интегральные уравнения рассматривались в работах 
(2-4 ] и в др.

Используя результаты работы (3( для функции И (а) и С (/3 ), пол­
учаются следующие выражения из [4 | и |5|:

Ь •
Л ( а ) = ֊• ] Г1(г)У0(аг)^г + ^ р 2 ( г) У 0(а г) </г 

о ь

+ гК0(Аг)}0(аг)<1г (6)
О ь
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0 4

+ а Л(а ) а К о(а I) 7 I) (1 ( <7>
О О

где /„ (г) -функции Бессели парного рода с действительными 
аргументами, К((Цг) функция Макдональда.

о ■

г '

*ин = -ёЛЖ’(*)( 2 ->*

Исключая функцию С(/3) из (6) и (7), для определения функции 
аЛ(а) = (7(а) получается следующее интегральное уранненне типа 
Фредгольма второго рода:

в(а)~П(а) +/ Q(>■)K(y.a)dr (8>

О

где

ь «
П<“>’5° |г1(г)^о(«г).|г +^а /г2(г)/1)(аг)</г

О ь

а Ь

30



К ( У . а ) '- а ] IК о (У ») ‘П ] г

Покажем, что интегральное уравнение (8) можно решит; ....... лом по­
следовательных приближении (4 ). Нетрудно видеть, что:

1А'(у ,а) *<^2а

Перейдем к новым переменным слс.тч'юшим образом: переменную нн- 
тсгрирования у , заменяя через у = с ‘, а переменную (параметр) 
заменяя через а а с *. После таких преобразований неравенство <11' 
примет вид:

] I К(г.а) I </•/< /| К(1.Х) I 

пользуясь значением интеграла

ГШ.»!
Л ЛЙ { 2
о

получается

( I К ( у . а ) I (! у < ! 
О

Очевидно, что функция О (а ) ограничена сверху и стремит։ я к нулю, 
когда а — «>.

Решая интегральное уравнение (8) методом послел ев а т : и м .՝. 
приближений, получается выражение функции <2(у)- /алее, по 
формуле (7) определяется искомая функция С(/?).

Напряжения и перемещения по известным формулам (2) и (3) будут 
определены в любой точке полуплоскости. В частности, пере.чешения <ч 
рсгов разреза ( у - 0) и напряжения вне разреза определяются
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форм;

и Л ’ 0 я / "4-у —4՜ ։Л + | < « )։1 ' • Г ֊тЦ==7 1,1 
а ՝ Л՜ * ~ ' О а ՝ ,С “ 1

(12>

( а < х < «> )

:.) ( л:. О )=(7(а ) схр (- а х ) </ а 
О

- -г ՝ ., Д>(<■)*■• о(■>“)■'“
• V „ - ։ - • V а - х о

+ ’<.<Г-М11 ,нМв('՝Р^*'« <13>
" -1 V / ‘ _ л - я и •’ V I X •и О и

Коэффициент особенности К имеет вил:

К = ~вл [у3 (о)-/ О(а ) 0(« «О (I« 1 

I)

Приравнивая значение коэффициента интенсивности напряжений (14) 
к критической величине (К - К< > по теории хрупкого разрушения 15], 
получается выражение, которое определяет распространенно трещины и 
ее устойчивость.
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