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E.Ch.Grigorian flcndinj of scml-lnflnlie beam, lying on claiilc half-plane

Ֆուրւնի քնդքյսւնրացված ձեւսփոխուր juiG մեթոդով (Ոէծված Է 
ԿիսաՈար|»ու|*|աճ վրա դտնկոդ կիսասւնվէր; Ոեծանի ծոման խնդիրքէ

На основе метола обобщенного нреобраюпппна Фурье peine un залами изгиба пол- 
убссконсчиой балки,лежащей »та упругой полуплоско.

В работе [1 | получено замкнутое решение залами об изгибе полубс- 
сконсчной балки на упругой полуплоскости, с помощью предельного 
перехода п решении соответствующей пространственной задачи 
(стремление к нулю параметра преобразования Фурье). Эта задача, в ча
стности, рассмотрена также п работах |2.3 ] замкнутое решение которой 
получено сведением се к краевой задаче Карлсмана для аналитических 
функций,в которых показано.чт контактные напряжения (нормальные)

1
при х-* 0 имеют порядок О(х՜։). а при х-*«о О(х՜4) .

В настоящей работе опять рассматривается изгиб полубссконсчной 
балки (цилиндрический изгиб пластинки) на упругой полуплоскости,ког
да к концу балки приложена сила <?о и момент Л/о- Исследование ве
дется, как обычно, без учета касательных контактных напряжений и без 
учета явления отрыва балки от упругой полуплоскости.

Задача с помощью обобщенного преобразования Фурье сводится к 
решению функционального уравнения на действительной осн. Дастся 
замкнутое решение этого функцонального уравнения.Простая фак
торизация коэффициента функционального уравнения даст возможность 
вычислить две произвольные постоянные, которые содержатся в решении 
функционального уравнения, и, тем самым, получить простые асимпто
тические формулы для контактных напряжений в окрестности конца и 
далеких от него точках балки. Из асимптотической формулы, 
характернрующей поведения контактных напряжений в окрестности кон-
ца балки следует, что при —= ДДд . в конце балки, контактное 

л» о լ
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напряжение равно нулю. т.с. особенность исчезает (А ((1--)о) ’

(/* .V - соответственно модуль сдвига и коэффициент Пуассона материала 
полуплоскости, Э - жесткость балки. Кроме того, балка, в точках нс- 
которой окрестности своего конца, при СоАИой — А вдавливается на 
полуплоскость, а в остальном - растягивает ее. Из асимптотической 
формулы, характеризующей поведение контактных напряжений при 
х-• ®, следует, что после некоторого значения х, балка вссда 
растягивает полуплоскость.

Пусть на границе упругой полуплоскости лежит полубссконечная бал
ка с жесткостью Э, к концу которой приложена сила Со и момент 
Мо . Требуется определить нормальные контактные напряжения, дейст
вующие на участке балки с границей полуплоскости. Дифференциальное 
уравнение равновесия балки имеет вид

(1х
(0 < х < « )

при условии

о=-Оо

где я<х)- итснсивность нормальных контактных напряжений, г <։\х)— 
вертикальные перемещения точек балки, Хо - неизвестная постоянная. 

Отмстим что условия равновесия балки имеют вид

|7(х)</х«2о , 

о
\ х ч (х ) с/х = Л/ о 
о

Для дальнейшего введем класс функций

Л*(х)=0(±х)Л(х)

Л~ (а) = 1' [± Л(х)]=^Л*(х) ехр (/ох) </х
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1 [Л*(а)] = ] Л±(а)схр(-10'л:)</а

где 0 (л՜) - функция Хевисайда , Р - преобразование Фурье, а Г 
-обратное преобразование. Кроме того (4) ,

Л * (о) В “(о) = С х(о). т.с.Г՜1 [С1(а)]-О(*х)С(х)

После обозначения I'|(х) = й у^/йх, граничную задачу (1 ), можно 
записать одним уравнением при - <» < х < » следующего вида:

</х3
Ч *(л)֊Оо<Чх)+Л/од'(х) + Хо<5՛(х) (4)

(— со < х < «о)

Теперь,применив к (4 ) обобщенное преобразование Фурье, получим

<5)

С другой стороны,для другой полуплоскости известно |5|, что

И»(х)+И-(х)—

где V(х) = <1 у/(1х , р(х , 0) — вертикальные перемещения граничных 
точек полуплоскости.Применив к (6) преобразование Фурье, будем иметь

1 —- » а ч *( а) = V ’*՛ ( а)+ V "(о)

Далее,имея в виду условие контакта

»' * (х)- И Г (х) 

из (5) и <7> получим функциональное уравнение, разрешающее по
ставленную задачу
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(А ’ + 1о । 3) (о) + )»’ V - (о) =/(о) <։>

где

I
7(0) = р(2о + л’о1Хо+(оА3л<о . А = [/./0(1 - Г)1 ։

Таким образом, задача свелась к решению функционального 
уравнения (8), которое будем решать методом, изложенным в [4,6 ]. Фак
торизуем Л3 + 1ст I3, представив ее в виде

А3+ 1ст13 = К*(ст)№"(ст) (9)

где

— з _ _ з _
Х*(ст)-(ст + /0)2 б* (ст) , К " (а) = (ст - /0)2 С՜ (ст)

б1 (ст) = схр Ч,£ (ст ) , Ч’А ( ст) = ^Ч' (х) схр ( ± / ох) (!х 

О

Ч'(-*)вТ7 Г 1п( 1+-у—д)схр(-/стх)</ст 
*■л ՝’ 1ст I

3 3 3 3 3 3 3
/ст ± / 0 ) 2 » Ст+ 2 + ст_ 2 , ст, 2= 0 (ст) о 2 , ст_ 2 = 0 (- ст) 1ст |2

Теперь, подставляя факторизованную функцию А 3 + 1ст I3 из (9) в 
(8), после некоторых преобразований, придем к уравненю

£* (ст) = К+(о)<?*(ст) = ^“(ст) = £2 (ст) (-со<ст<») (Ю)

где

к(а) = [- / о3Р -<а)+7(ст)].[Л' "(ст) | -՛

Из (10) следует

Ь\ ( х ) = £2 ( х) (— о» < х < » )

которое может иметь место только при [7]
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L I* (.v ) = L 2 ( X) = a 0 d (x) + V a n d(*J (x) (11)

где ^^(х) - производная функции д (х) порядка к , к - любое 
конечное число. Далее, применив преобразования Фурье к (11), получим

Л' * (а ) д ' (о) = g~ (ст) = ао + a i а + £ at.ok
*- 2

Поскольку д * (х) и V՜ (х) при х-± 0 имеют корневую особенность, 
то отсюда следует, что </ + (о) и Е՜ (о) при I а I - ■» имеют порядок 

i _ £
<1 ' (о)« lai ' , l'“(o)= I a I 2 ..Тогда нетрудно видеть,что 
А' * (о) </ 1 (ст) - а , q~ (с) - а при а — ±«. Тогда из (12) будет сле

довать,что а к = 0 (к ֊ 2,3,... п ) .Таким образом, искомое д * (о) опре
делится в виде

СТО")՜ ст |СТ /1 *з\
'' (°) - •т:.՜,՜,' (13>

*֊ (»)

Для определения постоянных по и а։ заметим, что условия (3) мож
но записать в виде

г<О)-С!о. _о='«о ««>

Удовлетворив условиям (14), получим

<2O = QoK '(O) . и I = i К* (0)Л/0 + Оо 17 | 0

Теперь приступим к вычислению К * ( 0 ) и g |

К ■* (0) и I можно записать в виде:
՝ ' do 1 о-о

X * (0) = exp [ Ф * ( a) + ^ In (a + / 0 )] |,^0
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К*(О) = ехр [Ч>+(<7)+|1п(о + <0)1

I (3 । , (о) \ I т.,0>Jo '»-о֊\2о + (0+ rfo / '«-о* <">

Рассмотрим Ч։+(а), выписывая сс в виде

՛= = 3
4’ * ( о ) = | J In ( I + ) cos (.■> х) ds cos (a x) tlx

О о

+ i J* — j In (A 3 +$3) cos (sx) ds sin (ax) dx 

о о

-3i J “ J 'n (■՝>) cos («•<) ‘^s sin (ax) dx 

и о

Так как

“ “ з
у J I In ( I + ^-y) cos ($x) ds cos (ax) dx

о 0 s

= |ln(A3 + lal3)-|ln lai

֊■ I In (s) cos (.ex) ds = - | ( Y^-j- + Л 6 (x) ) - u смысле т< 

о
пых функций, где Л - произвольная постоянная и, что

/sinax , л—-— dx = у sgn о
О

обобщен-

то

4' 4 (a)= In (А 3 + la I3 )- In la 1+ 3t — sgn о ¥ iT(o)
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Здесь

Г(о)=/ 1 ( X ) 5>п о х (1х , / ( X ) “ “ м 1п (Л 3+ л 3 ) С01 • х ։/1
о ' о

Далее, поскольку 1п (А3 + х3 )= 3 1п Л + О (* 3 ) пр.։ ■ - ”, -՛՛ ՛ > ՛■•
следует, что /( х ) —х ~ 4 при с •» » .а так хак при ։ -* ■ и ։ .՝■

1п(Аэ + х3)»31п« + О(х 3)

то при х-*0/(х) = - ֊ ( —— + Л<> ( х)) + О (х 2 1п 1x1). Это гопорп т

о том. что х 1(х) суммируемая функция. Слелоиатслыл»,

<г-о*= ы Нх)х<7х . Г(а) | .»..о’О 
о

Ии нышссказдниого следует,что

(Ф՛ (о) + |!.>(<. +10»„~о - +|пи

а

I ..о

где

1п ( а + / 0 ) ° 1п I и I + I л & ( - а)

Окаэыизстсм, что

в чем убсдимси и дальнейшем
С помощью формул (15), и (16) й о и ./I опрел ел йютс« .՝нлс

вп= Со А VI схр( 3/^) , а «=- (схр( 3»^֊-) ТА ( С’о Л<о)



Теперь приступим к определению асимптотических формул для q(x) 
при х-*0и х-* «. Поэтому, как известно.надо рассматривать разложения 
q* (о) при lai*« и I о I -* 0 соответственно. Для этого, сначала, 
определим пид функции с/Ф + (a) /do . проводя вычисления интеграла

° Та J (1(а+/0)х)</х

Нетрудно видеть, что

I х V (х ) = J՜ (In ( I + ) ) exp (- ta ) ds

ЗА3 Г exp (- isx) ds 

где интеграл при з-*0 понимается в смысле главного значения по 
Коши.В силу нечетности подынтегрального выражения и замены зх ■
1 , хФ (х) можно записать п виде

f T5T7-3J'd'

Далее,имея в виду, что

3i2 1 1 1
,։„։“(№) «(<-?>) 5(<- ?г)

где $ » $ - 1 , 5 = СХР( < ։’т0

Г COS t d -f х , Г COS t .J 7-Z-F7 <“ = л' «Р(' ? О + J rf'
О о

Л^Л=-^ехр(- .^) + /7ТТ7Л 

О о
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будем иметь

(*) “  2 -2  cos (Л ^ ) e x p ( - ֊i x )

X X  Ю

+ Л I  I  ^7Т7'+ £(н-£т) + 5(< + ̂ т)'  ̂costdt(h <17)
о о 

Поскольку [8 ]

Re г >  0 ,

то формулу (17) можно записать в виде 

xW (xj = | -  2cos ( ֊i i )  е х р (-  Ц - l x )  -

- ֊  J  ехР ( ~ ^ ) ~ ехР ( - A £ x t ) -  exp ( -  Я g x t ) ф

*  о г + 1

Тогда нетрудно видеть, что d 4 ?+~(G)/dt? запишется в виде

3 1
2 a + i  О

<fw+ w  1 f ,C
da /i

[ l + f l l ^ J 1 1 -  e|
IJ

(<*+ !)(<- i j (
■]</<

Далее,поскольку

1 dt 1 /  л orgy *  О
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то окончательно получим

</Ф '(о) и 2 Г Ё_____________ С 1 _ 3 1
</и А ‘ . = ,<у + < О . . <. + «о . 2 о + ։ О

|+5^ д ) <-5к л )

л л . а + ։ 0 \ , / а + / 0 ч< )-‘п(~г՜)

л А- . . &+1 0 \ г

5 1

4-4{(2у2)-1п(с(^<>)) 
?(■-(։( 412))’)

(] ։р ’ (а) 
Теперь . используя формулу (18). определим ‘ "Р”

//4՛ * (о) о 1 Г I_____________ С 1 з I
<1 о ^ । । > /о < 0 , . ( о ♦- I 0 . 3 2 о + I О

։ + Ч Л , ։-Ч д )

п- О

л . л (2 ?։ + !). / а + <0\2։’ + _51П---------------] ( -р- )

1 ( а * ' 0 ■»2'1՜ 1 < 2 л« । \ лЛ(՜) (“»—֊г) (19)

и при I а I> Л
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•)՛։'֊">( 4^)՜”

л . л ( 2 л - 1) । / о 4- I0 < “2 ” - хш----- -------- ’֊ ] ( —д- )

1 / о 4- г О \՜ (2«‘ П , 2л п 1 \-х2|֊Т~) (“> — -2>

Из (19)лсгко получить, что

,</Ф * (о) , 3 1 ч _ 2«
■ (1а +2о+/ОЬ-о 737

которое было использовано при вычислении а] .
С помощью формулы (19) определим 4' ‘(о) при 1о1<2

ф'и = |п((|+Ц^)(|֊։(£4^))։

3 , 0 + ։0 3։л ։
21п А— + ~+¥’ (а)

(20)

(21)

. 2/ V 1 /<ЖО у2**« , , л , «4-10(°^72и+7’“7-“) Н‘2-|п-Т-
/։» о

+ гТтрд՜) (с°՝(2« + 1) ֊ |) + ^$։п ֊ (2« 4-1))

» 2 я л _ ։
+ у՝ 5 ~ з 2 ( о 4- /0 )2«

а из (20) определим ՝1’*(а) при I о 1>А
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/I- 2

n- I

_ 2 ։|n ։ _!_(֊ °tfO )' “2 «
3 3 1 2л ֊ 11 >

, x? 1 (°+1 о \՜2՞ / 2-t n ։ \+Z,27(-r-) («“ — ֊г) «»

Отмстим, что пишс имелось и пилу, ЧТО Ч|+(0) = и,что

4'* ( 0) *• 0 при I о I -•«> .
Теперь приступим к опрсделсню разложения <] * (о) при |сг|<А и 

1о1>Д Подставляя пырзженмя ’1'*(<т) на (21) и (22) и (13),получим

_ + ( СО + С|О) схр ( - —֊֊ )
’’|о)= С' + иЦ^))(֊֊иЦ'0))[՛

-?♦ (о)+ |р + ’(о) - J(o) + . . . 1 при |(7|<А

; *(g)= 1?-иа l?j [ 1 - 4' '(о) + '- ■!■ ‘ 2(О)-Ьг' ’(»)+, ) 
( <7 +։ 0)

при Io I> Д .
Используя эти разложения, получим
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.Л;л,и),(-^0/(-_1п(£±<0)+>) + .

при I V I < А

< 7 * (а )-- ( ро л Л/ о ) / схр ( - ) 2

_(й.о._2г;л,о)сХр(ЗМ)(а + £0)-|

■ з ։ ՛։ м ° ՝ 1 схр 1 тг) () ‘

- от։ • +-1 л/|> )'хр| V)1։ '

+ ? (%2-лл'»>"р|Л2)^-> ’< т

- |п I ' д'0)■ ?)+ ■ ՛՛ ՛

при I о I > А
Далее, прмменнг к < 23 ) н ( 24 » обратные прсобрлг՛՛ ■՛-* ՛- ’Рурье 

и имея в виду формул։՝ |7 |.

Л- '1 1П( *’-^2) +1)г։
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сх|>(-.$(1+/»)

г -'((о+ <0)-д՜ 1 =----- пТПП—

/• *' ( (а НО)՜1'՜ 1 1п (о + <0) 1

=^₽^£))х(>(4 + ч,(1+/։).,„х).

гае <>0 2 •֊ 3.......... Г<*> ' 'Нх) ֊ «отаетст.енно
известные гамма и пси функции . полупим искомые асимптотические 
формулы

д-.,(։)..сцШ(։х)-‘.^(^+лмо)(лх)-’

+ ХШ( .«о) (А.е)՜6

+ ±Ш(>!ЦЙ4- | ДЛ/оХЛх)-’ «»

_±ф(2։,(д։)-’(<Р(7)-|- 1п(Лх))+о (.«-’(!+։»։)) 

при 1л I •*'”

2՜'<։(.<)*—лЯ5-■*л,|>'<*■') 2 
Г<2->

-------Ц-( -Й2-^ДЛГо)(2 «)2
Г(|) 3

--------Ц— ( -Яг- + А л/ 0 ) ( Да ) 2
ЗГ(|)

9/5Г(|)
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+ | - 1п Л Л- )

+ о(х 2 (1+ 1п х) ) (26)

при х — О
73Как следует из формулы (26) . при (2о = -у Л Л/о особенность функ

ции ц'(х) и гонке х-0 исчезает. Кроме того, при 
/3фой-у- А Л/о '/(х)>0 в некоторой окрестности точки х - 0, т.с. 

балка и этой окрестности вдавливается на полуплоскость.Очевидно, что 
73Со<-у А Л/о балка растягивает полуплоскость в некоторой 

окрестности точки х - 0. Из асимптотической формулы (25) можно 
сделать заключение, что после некоторого значения х балка всегда 
растягивает полуплоскость.
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