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Исследовано поведение характеристик плоских стационарных физических полей 
в окрестности угловой точки линии раздела областей поперечного сечении кусочно- 
однородного тела, составленного из диух различных цилиндрических анизотропных 
призматических тел, спаянных между собой по бокоиой поверхности

Исследованию поведения плоских стационарных физических полей в 
окрестности края поверхности соединения кусочно-однородного изотроп­
ного и анизотропного тела при различных условиях на его боковой по­
верхности посвящены работы [1-4 |.В пространстве геометрических и 
физических параметров кусочно-однородного тела получены уравнения 
поверхности, разделяющей области, где характеристики соответствующих 
полей (упругие напряжения при кручении и продольном сдвиге, потоки 
тепла и вещества в задачах теплопроводности и диффузии нап­
ряженность электрического и магнитного полей,плотность постоянного 
тока ц т.д.) в окрестности края поверхности соединения стремятся к нулю 
или бесконечности.

В работе (1 1 исследовано также решение задачи кручения кусочно- 
однородного изотропного призматического стержня около угловой точки 
лодки раздела областей его поперечного сечения (фиг. 1). Показа но, что 
напряжения кручения бесконечно возрастают при приближении к угловой 
точке линии раздела всегда, кроме случая 01 = я, что соответствует от-3



& =&-

сутствию угловой точки на линии раздела.
В настоящей работе с помощью местных решений исследовано пове­

дение характеристик плоских стационарных физических полей в ок­
рестности угловой точки линии раздела областей поперечного сечения 
кусочно-однородного тела, составленного из двух различных ци­
линдрически анизотропных призматических тел, спаянных между собой 
по боковой поверхности (фиг I) .Поперечное сечение составного тела яв­
ляется плоскостью упругой симметрии. Ось анизотропии принимается за 
ось г цилиндрической системы координат г , в , г с началом 0 в точ­
ке поперечного сечения.

При отсутствии источников возмущения потенциалы плоских полей 
1/4(г,9)(к - I ,2) удовлетворяют уравнению [5,6)

А- = I , 0 < 0 <б| ; А = 2 , — Ст < 0 < 0 ; 02 = 2л — 0|

На ветвях линии раздела имеем следующие условия сопряжения:

(г. 0) | 0 = и2 (г, 0) | 0.0 (2)

. а (I)Л? + а 12 дг - 1 о = о

а (2) |
12 ' в = о

12’ “2 + а 
г М (3)



и 1 ( г » 0 ) I В = 8 I - 2 (г* 19 ) I О = 0։ -2л )

( а11(1) + а„<1) 2^1) ,
1 Г дО >2 <7г , 1 я = 0

( а 11<2) 2 4- п & ^2\ \ ( с \
- ( г ИГ + а'2 —) 1 0. 0, - 2л <5>

где х(Д} , х(22 • Хи ( А = 1 , 2 ) [ 1,2 ]-иостоянные,
характеризующие физические свойства неоднородной анизотропной среды 
(упругие постоянные, диэлектрические и магнитные проницаемости, ко­
эффициенты теплопроводности, диффузии, электропроводности и т.д.).

Компоненты характеристик полей выражаются через и к (г,О') сле­
дующими формулами:

4« (г>е) = +хт & (6)

Методом разделения переменных решение уравнения (1) представим 
в виде

и к ( г , 0 ) = г '՛( А к соз р т к О + />’ к з։п р 1 к° ) схр ( ֊ о к Р ) (8)

где р -произвольный параметр,

°։ = /и\ч (9)

Удовлетворяя условиям сопряжения (2)-(5), получим однородную 
систему линейных уравнений, из условия существования нетривиального 
решения которой следует

4 X
( I + х)2

2 • • 2 •лЛ (л Р ) + 31П“(лр )

—------з։п 2 ( Л - 0\ ) р ’
( 1 + X) 2

(10)

где

• — т 1 + г 2 02 • <7 I ^1 + сг 1 02
1> 2 л ? • ■ - г | (?| + г 2 02

у = «1? т2 = Т2 А;
Х Г1 ’ 1 П 0, 4֊ г . 02

(И)

(12)

Уравнение (10) при конкретных значениях параметров / , о к , 0\ 
имеет бесконечное множество корней, которые могут быть 
пронумерованы по порядку возрастания их действительных частей.

Общее решение уравнения (1) представляется в виде

и к {г,0) = л Ао + V г ! ( А кп со$ Рпт к 0
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+ В кп 5й1 р ц Т к 0 ) схр ( ֊ <7 к Р п ) (13)

где суммирование распространяется на все корни уравнения (10), для 
которых Ко р п > 0. Необходимость отбрасывания корней с 
отрицательными действительными частями вытекает из условия конеч­
ности накопленной удельной энергии в окрестности угловой точки ли­
нии раздела [1].

Из представления (13) и (6,7) видно, что если 0 < Ис р ։ < 1, то 
при приближении к угловой точке линии раздела областей поперечного 
сечения характеристики полей неограниченно возрастают, при этом 
порядок особенности равен I Иср ։ - I I. Если Ие р{ > 1 , то 
характеристики убывают до нуля при г — 0 . В случае Ис р ։ = 1 
характеристики полей в угловой точке линии раздела конечны и вообще 
отличны от нуля.

Таким образом, исследование поведения характеристик полей в уг­
ловой точке линии раздела поперечного сечения составного ци­
линдрически анизотропного тела приводится к отысканию корня 
трансцендентного уравнения (10) с наименьшей положительной действи­
тельной частью в зависимости от параметров % , ак , .

Уравнение (10) имеет сложную структуру, поэтому исчерпывающее 
наглядное общее исследование зависимости искомого корня Р 1 от 
параметров задачи, как это было сделано в работах [1-4],здесь невоз­
можно.

Рассмотрим некоторые частные случаи.
1.Материалы кусочно-однородного тела изотропны,то есть 

а *2 = ~ 0- В этом случае вместо уравнения (10) будем иметь
2

$и1'2(хр) = ~«пл 2 ( л - 01 ) р (14)
( 1 + Хо)2

где = я<|2|| /а\\* . Здесь и далее учтено замечание Фойгта относительно

фиг. 2
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Таблица 1

(7| 0 л
3

2л
3'

л 4л
3

5л
3

2л

CT J = 0
СТ 7 = 0.3

0. 954 0.974 0. 990 1.000 1.005 1.005 1.000

ст 1 = 0. 1 
стт = 0.3

0. 954 0.972 9. 977 0. 985 0.991 0. 994 0.995

ст։ = 0.2
СТ 7 = 0. 3

0. 954 0 960 0.965 0.969 0.975 0.977 0.980

ст i = 0.3
ст •> = 0.3

0. 954 0. 954 0. 954 0. 954 0. 954 0. 954 0. 954

равенства упругих постоянных (5].
Уравнение (14) получено в работе 11 ], где было показано, что дей­

ствительный корень Р| всег.а находится и интервале 0 < р։ < 1, то 
есть в угловой точке линии раздела стремление характеристик полей к 
бесконечности неизбежно.

2. В случае х = I из уравнения (10) следует

sh2 (а,е,уг ог ) р + sinа (т, е,+ м р = 0 (|5)

откуда для действительной части р։ получим

Rep = 27Т(Т] Щ+Т2 °2 1
О2 @2 + 2 01 0'2 ( о i о > + 11 12 )

т j - V 1— а2 т 2 = — а 2 (16)

Из (16) непосредственно следует, что при а 2 = ст . , то есть для од­
нородного цилиндрически анизотропного тела, Re р , = т i < 1.

Следовательно, в окрестности оси анизотропии однородного ци­
линдрически анизотропного тела характеристики полей всегда стремятся 
к бесконечности. Принимая, что один из материалов составного тела яв­
ляется изотропным ст 2 = 0. из (16; для всех допустимых значений 
ст։ получим результат,приведенный на фиг.2.

В габл.1 приведены некоторые эти и другие значения действительной 
части р} в зависимости от угла 0] при различных значениях ст । , ст 2.

3. В другом частном случае, когда ст । G ։ + а 2 0 2 = 0, что воз­
можно, если a J , о 2 имеют разные знаки [7] имеете (10> имеем 
уравнение

sin 2 (яр*) = ---------sin 2 ( л - 0\ ) р * (17)

Как и в случае ։ 14), уравнение (17) в интервале 0 < р' < 1 
всегда имеет действительный корень р\. Следовательно, подбором ге­
ометрических и физических параметров задачи имеется возможность 
регулировать поведение характеристик полей в нужном направлении, 
что следует из формул (12). Табл. 2 содержит часть вычисленных зна-

„ _ 2 лчснии р։ в зависимости от у при = -у .
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Таблица 2

I 1. 5 2 5 10 20 50

ai =0.4
а 2 = - 0.2

1. 043 0. 985 0. 947 0. 855 0.815 0. 791 0.777

<7| = 0.2
а2=- 0.4

1. 066 1. 013 0. 979 0. 897 0. 861 0. 841 0. 828

Анализ данных, приведенных на фиг.2 и в табл. 1.2 показывает, что 
в окрестности угловой точки линии раздела областей поперечного сече­
ния кусочно-однородного цилиндрически анизотропного тела 
характеристики полей в зависимости от физических и геометрических 
параметров составного тела могут стремиться к нулю, иметь особенность 
или конечное значение.

Па эти результаты следует, по-видимому, обратить внимание при ис­
следовании причин возникновения известных аномалий геофизических 
полей океанического дна [8,9].
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