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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ КРУГЛОЙ КОЛЬЦЕВОЙ 
ПЛАСТИНКИ ПО ЗАДАННЫМ ЧАСТОТАМ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ

ГНУНИ. В.Ц., ОГАНИСЯН З.Б.

Գնունի Վ.8., ՀովՏանիոյան *•* Օհփական ш ш w шС nt մն հ ր ի 
տրված ճաճախականութ յուննե րով կլոր օպակաէհ սայի եզրային 
պայմանների որոշումդ

Gnuni V.Ts.»OgauiSiao Z. R. .De termination of bonndnry condition։ of circular plate 
wllh given vibration frequcncici.

Աշխատանքում դիտարկվում է ոեփա կան ւոասւանումնհրի տրված 
Տաճախականությու ններով օդակաձե կլոր սալի եզրերում ամրացման 
պայմանների վերականգնման խնդիրրւ ftnijjj է տրվում, որ 
R ն դ fi ա li ո 1 ր դեպքում Եզրային պայմաններդ «րսշևյոլ ճամար 
բավարար է տայ սեփական տատանումների հաճախականությունների 
Ութ արժեքներ։

Ряссмлтря иже-гея задача восстановления» граничных условий ид краях упруго»՜! 
круглой кольцевой пластинки но нэассткому спектру частот собственных колебаний 
Показы пастей, что и общем случае дли нахождения неизвестных граничных условий 
достаточно знание иосьмн частот собственных осесимметричных колебаний кругло»՜« 
кольцевой пластинки.

1 . Уравнение для определения амплитуд собственных осесим­
метричных колебаний упругой круглой пластинки представляется б виде 
( I J

А 2 н՛ — ^՜^Հ՜ ш 2 w = 0 (Lb

w(r)— амплитуда, R - радиус, г G- | 0: 1 | -безразмерная деленная 
на R координата по радиусу, h — толщина, р - плотность материала 
пластинки, D =■ Ehi /( 1 — v2) - жесткость на изгиб, Е - модуль 
Юнга, v - коэффициент Пуассона, а» - частота собственных колеба­
ний пластинки .

одномерный оператор Лапласа к полярных координатах
Общее решение уравнения (I I) получается в виде

и(г) = а։/о(Дг)+°2Уо(^г) + аЗ/о^г>4и4Ко('<г) ‘*-2)

где ^0’^0 “ Функции Бесселя нулевого порядка первого и второго
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рода, /0 , X 0 - модифицированные функции Бесселя,

- приведенная частота собственных колебаний.
Наиболее общие осесимметричные граничные условия на краю 

г ֊ const представляются б виде

77 s Л2| У)7*г։ + А22{:]Мгг при Г = const. (1.3)

где z = 1 соответствует внешнему, a i = 2 - внутреннему краям

- изгибающий момент

_ _ D ( d 3w , 1 d 2w \ dw \
т" 77^^77^՜ 7՜^ > 

- поперечное усилие при г = const , z - 0 .
2 .Рассмотрим кольцевую пластинку с внутренним диаметром R 0 , тог­

да условия (1.3) можно представить в виде

и в d * . 4 »՛ , .
7/7 = С215 + “п՜—г пр« <• = । <2-։։аг а г

,3 72
к.՛ -х А Д * = а <1 *м р 11 7^ + Р d г d г

<1 » _ о 43»’ . о 4** R о _
77 - Рз։՜з + л 22--2 °Р" г = “Б՜ = Л0 (2-2)аг аг Л

гдс а шп = а ° к ' Н<го)- подлежащие определе­
нию безразмерные коэффициенты упругого опирания краев данной пла­
стинки, причем

г v Р Л 4 А <1} Л 4 (/> 4 <'>г у R D А Л 21 Л 21 - Л |] л 2|
вз'2 . \ . (i) . tnг. г т г v К D Л ?? •- Л 21

f f 12 = _ о /
I Р 12 R 3 Ъ։։<п+хл|2(/>
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(гу^РЛ12<О-Л11(/>)( Л2|<О)
г(л’гЧггл/ла(/)- Л2|('{)

f * 21 в_____ „_____________________________
I 21 Л3г2 + г гЛОЛа °- Л и <О

J ^(»2»U>^^z2(O)

I ^22 л3 г1 + г у л D Л и(/) -֊ Л 21 (/)

при г = const .
Здесь I = 1 соответствует краю г « I , а I = 2 - краю г = г 0 .
В случае шарнирного опирания края ан = a l2 = а 2։ « О

а 22 = — г /V , ( г = const ) а в случае жестком заделки а тп = 0 .
Характеристическое уравнение для определения 2 , 8 силу (1.2), 

(2.1), (2.2) получается в виде

1 аЦ U -«м-Ряя) 1-0,

(<,/,= 1,2. 3,4; m , я > 1 . 2 ) ; 03)

где а։/ = р/°*(2)- aup/3)(2)֊

«1/ - 2 РуП)(2)- о2| Ру™ (2)- оа

я3/ ֊ Ру'0)(г0 2)- Рп р/Л(г0 2)- Р,г Pjm(roi')

<։«, = -> Py<i։(r0 *)֊0։i р/”('о л) “Да Ру^С'о-») <2-4)

P,(t)(H ” 'oU') = ^o<W(->'՛)
dr

Pj’V) - 7*4 r0(Xr} » y0(*’(2r) 
d r

Pj^’U') “ Z-f 
d r

Из (2.3) в случае жесткой заделки краев (г s г0 , г г | ) получа­
ется уравнение

/0(1>(<֊0Я) Ув(1)(<-од)

/о0) УдО) /0W KoW

Je(l)w r0(l>W /о(1>М) «о(1)«1)

•'о('-о^) Уа('о^ 1о(гоХ) К„ (r02)
«0 (23)

первые четыре корня которого при г0 = 0,1 есть
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2։ = 5.22 ; А 2 = 8.68 ; 13 = 12.2 Д4 - 15.7

В обшем случае , когда на краях пластинки заданы условия типа (1.3), 
можно найти а тп , /3 тпа и корни характеристического уравнения (2.3).

В случае обратном задачи , когда заданы Л д , из (2.3) можно 
определить а тп , р , а следовательно, восстановить граничные ус­
ловия (1.3). Здесь необходимо знание восьми значений /. р . и решение 
системы восьми уравнений (2.3) относительно а тп , Р тп •

В случае сплошной пластинки , из условия ограниченности решения 
в центре (г - 0) (4.2) представляется в виде

*('') « в^о(^) + «зМ^)

где в|, а3 подлежат определению из граничных условий (2.1).
Характеристическое уравнение (2.3) упрощается и представляется в 

виде

« И • а тл)

* 21 и • а «л )

“13<; . «тл)

а 23 • атп)
(2.7)

первые четыре корня которого есть

Отсюда в случае 
уравнение

жесткой заделки края пластинки получается

^о(^) /о(П
= 0 (2.8)

/.“’(А) 'о(1)(Д)

А|»3.20;Аг«6.31; А 3 = 9.44 л 4 = 12.6 (2.9)

Здесь для восстановления граничных условии на краю пластинки до­
статочно задать четыре значения .

Из (2.8) для определения искомых а ,при заданных четырех зна­
чений Др .получается система уравнений

Л х « ус + а (2.10)

где

В » 11 бу 11 ( / , /»1,2, 3.4)

*/։ - /։<։>(*|) ֊ /.‘'’С*։) ^в(։’(Лг)

*<з - 'о(^) - /о(3։(■։/) 7о(<)
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»14 - /.Р() - /в‘Х,(Л,)

«4 - /о(1)и() /е(А|) - /»‘“(Д,) /«(!<)

3. Рассмотрим некоторые конкретные реализации предложенного ал­
горитма восстановления граничных условий.

Лусти искомые условна на краах кольцевой пластинки можно 
представить в виде

где

* 33 0 . (1 е при г - 1

и՛ ж 0 . Л г ж при Г - '0 (3.1)

откуда

и ж 0 . и 77՜ пр« г - 1

и* ЯВ о . м>
</ г в 42 *Ра77՜ при г ® го <3.2)

пл <1 ' и А э> °п “ ’ я՜5 + о“ли<’>

Ог0Ла(п
Я г0 + Л 22 ' 2) (3.3)

В рассмотренном частном случае, имея два значения Л р , для 
определения искомых а 22 , $ гг получается система

сн а22 + с \2 & п = с։за22^22 + <* \

с и а 22 + с 22 0 22 = с 23 а 22 & 22 + 4 2 <3.4)

где

с ж ։ - (О . - 5 < (О.с /| — Л / $ 5 2 , С д — А I 5 21 ,

са = »а։о։ < - ‘и0’;

о ДО *) У о ДО 1 О ДО д *О ДО д

^о<4)до<) ув(<)до<) ^о(<)до«) ^о’^доа

=
о <г о ■* /) о (г о <) о О’ о о ДО о ^ «)

•'о(4)ДОо^<) Уои)ДОо^<) /ои>ДОо^а *о<4>ДОо^|) 

(<-1.2)
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Если систем.. <3 4) при заданных А р не имеет действительных 
решений то рассмотренные <1 р нс являются собственными значениями 
данной краевой задачи ни прн каких граничных условиях. В случае, ког­
да система (3.4) допускает две пары действительных решений, необхо­
димо проверить возможность осуществления этих граничных условий. С 
этой целью определяется отношение А - V /х-п для задачи изгиба 
рассмотренной пластинки под действием постоянного давления при по­
лученных граничных условиях ( и- ) и прн жесткой заделке краев 
(»•<>) Если эго отношение больше единицы, то полученные граничные 
условия реальны.

Рассмотрим конкретные примеры: пусть = 0.1 , А , = 4.92 , 
А 2 = X . 38 против А , с 5 ,22 ; А 2 = 8 ,68 ; для пластинки с жестко 
заделанными краями. В этом случае получается

а 22 = ֊ 8.09 • 10 ~ 2 ^22 = ֊ 2.19 • 10 4 ; А ( 0 ,5 ) = 1.3 ; 

илы

«22« ֊ 2.17 . 10"3,^22 = 0.388;д(0.5)=1.3

Полученные оба условия имеют смысл, т. к. А > I . Отличие 
граничных условии от жесткой заделки заметно, т к. прогибы пластинки 
на 30% увеличиваются.

Здесь заданные А р обеспечиваются поочередным ослаблением или 
усилением закрепления краев

I _ О) । . । „ (2) । я (I) . Л (2)I о 22 • > 1 а 22 I . р гг < р 22

В случае г0 = 0.1, А, = 4.61, А2 = 7.89 , получается

а 22 = 0.405.10 ’ 2 , /3 22 = - 5.09.10 2 ; А ( 0.5 ) = 0.23 ;

а 22 = - 0.221 ,/322 = - 2.13- 10 " 4 ; <5(0.5) = 1.6 ;

и только вторые значения а 22 , /> 22 имеют смысл.
Пусть теперь край г = г 0 жестко заделан, а на краю г — I имеются 

условия

, 3 , ,2
24' £22 _ *

Н^З • г/г - (ЗЛ)

где «и . а 22 подлежат определению по заданным двум значениям.
В этом случае для определения искомых ан . «22 получается си­

стема

С 11 а 1! + с 12 ° 22 е с 13 а 11 а 22 + ** I

с 21 а 11 4 с 22 а 22 = с 23 а 11 а 22 *■ ^2 (3.6) 

где
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сп Л1 5 31 • . » 1 ж ('> .СГ2 Л1 *02

Г . 1 4 г <'> с а - * / х32 х01 (О<*' -

^0<<։ <а а

1 о (г о х) у о (г о ^ /)

>'о<։)('-оЧ

*в<м0<)

'о'”«*/)

о (г о /)

о ՝ * (г о ^ /)

*0(”Уа

Ко (го^

*о“’('-оЪ)

<‘-> .2)

В конкретном случае, когда г0 = 0.1 . А ։ = 5.08 . А 2 » 8.45 получа­
ется

а ։1 = 5.50 10 “ 4 , а ^ = ֊ 258 • 10 " 2 .

или

а Ц = - 1.04 • 10՜ 2 , а 22= ֊ 8.60-10 ՛ 2.

Л (0.5) « 1.15 ;

*5(0.5 ) = 0.44 ;

Очевидно.что вторые значении «ц . а 22 лишены смысла, т.к. 
<5(0.5) < I . Однако и здесь возможна пара А| , А2 , которая может 
реализоваться при двух различных вариантах граничных условий.Гак. 
например, при г0 = 0.1, А։ ~ 4.86. А2 = 8.21 получается

а „ = 2.44 - 10 ’ 4 . а 22 = - 9.28.10 “ 2 . <5 ( 0.5 ) = 1.33 ;

или

а п = 8.92- 10 3 . а 22= - 4.26- 10 ~ 2 ; <5(0.5) = 1.87 ;

Здесь заданные А р обеспечиваются поочередным ослаблением или 
усилением граничных условий

> 1«аи,1 . «,,<՛>< а„'5>
В случае сплошной пластинки (г0 = 0) , при А։ =3. А2 = 6. 

А3 = 9,А4=12 из (2.10) получается

а п = 7.69- 10՜ 4 , Й22 = ֊ 9.18 -10՜ 2,

а 12 « - 6.60 10 " 3 .

а2| = 7.93 • 10՜ 4 . 6(0) « 1.3

Полученные здесь граничные условия реальны, т.к <5 (0 ) > 1 . 
Закрепление края существенно ослаблено. Прогибы увеличиваются на 
30%.
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