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Исходя из гипотезы Буссинески о турбулентной нжпрнженояостн. получено 
уравнение нестационарного турбулентного движения в плоской цилиндрической 
трубе.

Saruchanjan A.A. Noastationary turbulent plane flow
В стационарном турбулентном потоке, по простейшей гипотезе Бус

синеска,турбулентное напряжение т между двумя плоскими па
раллельными стенками определяется зависимостью 

где с-кинематический коэффициент турбулентной вязкости,зависящий 
от координат; и -усредненная по времени скорость; у — расстояние от 
неподвижной плоской стенки.

Зависимость е = пу даст достаточно точное соответствие 
теоретических и экспериментальных данных в плоскопараллельном по
токе. Л инейная зависимость кинематического коэффициента 
турбулентной вязкости от координаты у приводит к логарифмическому 
закону распределения усредненных скоростей по живому сечению потока.

Для нестационарного турбулентного потока отсутствуют сведения о 
нестационарном турбулентном напряжении. Поэтому для составления ма
тематической модели нестационарного турбулентного потока, в порядке 
первого приближения, воспользуемся зависимостями, полученными для 
стационарных турбулентных потоков. В частности, будем предполагать, 
что кинематический коэффициент турбулентной вязкости имеет линей
ную зависимость от координат, то есть

с = п у (2)

Рассмотрим нестационарное турбулентное движение между двумя 
параллельными неподвижными плоскими стенками, расположенными на 
расстоянии 2 Л . Начало координат поместим в середине между стенками 
(фиг. 1). Для несжимаемой жидкости, при пренебрежении массовых сил, 
система уравнений движения будет

дй _ др дг
Р дГ + Эу
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Фиг.1

дР 
ду՝

др 
дх (3)

Из последних 
переменных у' и

двух 
г.Это

уравнений следует, что давление не зависит от 
возможно только в том случае, если перепад дав-

ления по течению будет функцией только от времени, то есть

(4)

Таким образом, задача исследования плоскопараллельного напорного
турбулентного движения несжимаемой жидкости сводится к решению
дифференциального уравнения в виде 

гп\а. ( ди дЛи \ э/ =НО-ьп(1? + у^֊у)

[1,4,51:

<5>

Для решения уравнении (5) задаются начальные н граничные условия:

н ( у , Г) = 0 при 

и(у.Г) = Ф(у) при

(6)

(7)

1 
Р

О

У = 0 , ։ > 0 ,

( 0 < у < 2 А )

где Ф (у) — некоторая заданная функция, определяемая начальным
распределением скоростей по живому сечению потока. 

Решение уравнения (5) ищем в виде суммы [2,4 1:

«О’.<) = ^С*(0 /„(Л*V 
к - 1

(8)

где /о (Л* ) функция Бесселя первого рода нулевого порядка; 

А ^-собственные числа задачи; С * (/) некоторая функция,зависящая от 
времени

Собственные числа определяем из условия, что в центре канала имеем

д и (у, I) |
максимум, то есть ----- | = 0 , тогда нз (8) получим, что
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= о (9)

Уравнение (5) с учетом (8) примет вид:

= /(')-£ ) <։о>
к - 1

Сложность задачи заключается в том, что функция / (/) нс разлагается 
в ряды Фурье-Бесселя по собственным функциям задачи, т.к. собственные 
числа являются корнями уравнения (9) и коэффициенты разложения не 
определяются в окончательном виде.Поэтому функцию / (г) представ
ляем в виде ряда

«о 1
/(<) = £ ак1 2(,14У (И)

к • 1

где / 2 ( А )-бесселева функция первого рода, второго порядка; 

а — коэффициенты разложения.
Для определения неизвестных коэффициентов а к обе части равенства 

(11) умножим на / 2 ( А т V и проинтегрируем от 0 до Л , пол
учим

А
)<О

О

в Л
= 2 °к / 7 2< * к*՜^ ) 1 2 ( А )<*>’ <12)

4 -= 1 О

При произвольном Л /п и Л к значения интеграла будут:

А ___
4 2 ( А т V } 2 ( А к V ) <1у= О при к ^т, (13)

О

Л
( А 4 V ) 4 У = к./ £ (к к) при к-т (14)

О

Подставляя значение (13) и (14) в уравнение (12) для определения 
коэффициентов а ь получим формулу
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А ;--
/(ОрвОЛ * )4у 

а к  -------- 2------ 5—---------------  < 15)
А/

Формулу (15) можно переписать в виде

П6)

Последний интеграл легко интегрируете* и представляется в виде сум
мы. Уравнение (10) с учетом (11) примет вид

Ё ^^<4^ ) -X -.но/։(ъ>/7 ) <>7>
а - ։ к - ։

~ Тл-Г°(**у/~И )
Для интегрирования уравнения (17) используем асимптотическое 

разложение функций Бесселя {4 ].

/л(х)«= / А cosfx - (18)

Имея в виду (18), для определения коэффициентов С * (О получим 
неоднородное дифференциальное уравнение

п Яс*<'> °”
Решение соответствующего однородного уравнения будет

Ct0) = C1exp(-֊֊^() (20»

Общее решение неоднородного уравнения (19) имеет вид (2)

ct(t)‘ . [f(O-f(0)] ] exp^-^l«) <2!>
** 0 ՝ A A 

где

Таким образом, общее решение задачи с учетом (21) и '8) будет



7 О Л ՝

х«р(֊т¥') ) (22)

Для определения неизвестных коэффициентов с воспользуемся на
чальным условием (7) 

00 "
<»(>•) = £ с։лф։У{ ) 

к ֊ I

Из выражения (23) следует, что коэффициенты С являются коэф
фициентами разложения функции Ф(у) по собственным функциям. Обе 
части равенства (23) умножим на / о ( т ) ^У и проинтегрируем 

от 0 до Л . Имея в виду, что

)'oG*^)<0 = О, при к & т 
,п/>» к = т

(24)

получим

Л

с*-;^чй/ф‘”'ЛЛ1'^ )*
Исходя из общего решения задачи (22), легко можно получить 

решение любых практических задач. По краевым условиям азадчи 
определятся коэффициенты С * .а и закон распределения скоростей по 
живому сечению потока, что дает возможность вычислить коэффициент 
количества движения и потерь напора.
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