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СТАЦИОНАРНЫЕ ВОЛНЫ СДВИГА-ВРАЩЕНИЯ В НЕЛИНЕЙНОМ 
КОНТИНУУМЕ КОССЕРА

ЕРОФЕЕВ В.И.

Երո>եև վ.ի. Սահք ֊պտույտ ի սաացիոէար ալիքները Կասսերայի ոչ 
գծային հոծ միջավայրում
Ուսումնասիրվում են սահքի-պսւ ույտի ոչ գծային ալիքները միկրոկաոուց- 
ված քով միջավայրում: Դիտարկված են այիքների հարթ և շրջանային 
բևեռացման դեպքերը: Կառուցված են հաստատված ալիքների արագու
թյունների կախումդ դրանց լայնույթն երից-.

Изучаете« новый тип стационарных волн - нелинейные полны сдвига-вращения 
в среде с микроструктурой. Рассмотрены случаи плоской к циркулярной поляризации 
волк. Построены зависимости скорости стационарных волн от их амплитуд.
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Нсклассичсскаы модель сплошной среды, п которой структурные эле
менты обладают свойствами твердого тела, была предложена Е. и Ф.Кос- 
сера я 1909 г. (1].В настоящее время эта модель используется при 
описании высококачественных процессов в поликристаллических ма
териалах н композитах [2,3]. Кроме "классических’' типов упругих волн 
- продольных и сдвиговых, модель континуума Коссера позволяет описать 
новые типы волн - продольного вращения и поперечного вращения [2]. 
Продольные волны и волны продольного вращения связаны за счет 
квадратичной нелинейности. Особенности нелинейных взаимодействии 
этих типов волн изучались в работах [4-7].

Сдвиговые волны и волны поперечного вращения связаны в линейном 
приближении [2], образуя волны сдвига-вращения.В работе [8] изуча
лась самомодуляциы квазигармонической волны сдвига-врашения.

В настоящей работе проанализированы стационарные волны сдвига- 
вращения.

/. Уравнения динамики. Распространение плоских волн сдвига- 
вращения в нелнненом континууме Коссера описывается уравнениями

ժՓ
<1.1)

а2Ф _ ( с2- с?) ժ2Փ _ 2«
О 2с, ^2 /с։ (1.2)

Уравнения (1.1), (1,2) записаны в системе координат (т , £) , движу-
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щейся со скоростью сдвиговых волн (сг= V

Через U обозначен вектор сдвиговых деформаций U —
’ о '
“ 2 
и 3

вектор

о’
перемещений; Ф = Фз 

Фз
-вектор поворота; с/ = -скорость про-

■у/Ту+г)дольной волны; с։ = V -- 1 а
— -характерные скорости волныс 2 =

Р

вращения; Я , р — константы Ламе; а , у , е-упругие константы 
мнкроврзшення; р -плотность; .{-константа .характеризующая 
инерционные свойства макрообъема.

Заметим, что и (1.1), (1.2) учтена только геометрическая нелиней
ность. Учет физической нелинейности не привнесет, в данном случае,но
вых эффектов, а лишь существенно усложнит анализ. Это связано с тем.
что появятся дополнительные упругие модули и пополнительные модули 
микрополярной среды, информация о численных значениях которых в ли
тературе отсутствует [9 ].

Известно {10], что в различных средах в результате “конкуренции" 
эффектов нелинейности и дисперсии могут образовываться стационарные 
волны, то есть волны, распространяющиеся с постоянной скоростью без 
изменения формы.

Покажем, что в изучаемой микрополярной среде могут 
распространяться нелинейные стационарные волны сдвига-вращения. Для 
этого будем искать решение (1.1), (1.2) в виде
U=U (г/ ) , Ф = Ф ( г) ) , т] — £ — V i , V = const - скорость стационарной 
волны. Уравнение (1.1) дает связь между сдвиговой деформацией н 
вращением

Ф = \U I 2 U - -l֊4i U + Фо 
4с22 с22

(1.3)

где Фо -постоянная интегрирования, которая без нарушения общности 
может быть положена равной нулю (пренебрегаем вращением 
макрообъема как жесткого целого).

Скорость стационарной волны ( V ) является произвольным 
параметром задачи. Если она удовлетворяет условию

Р»^ (1.4)
Сг 

то уравнение (1.2) можно привести к виду:

а2 Ф
——7 + а Ф = 0 (1.5) 

где

4 а 
а = ------------------- :------ г- .

J(2c,F+c?-c})

Соотношения (1.3), (1.5) получены для плоских волн произвольной
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поляризации Рассмотрим случаи, когда волны сдвига-вращения являют
ся плоско-поляризованными и циркулярно-полязированными.

2. Плоско-полиризоваиные водны. Для плоско-полязировзнных волн
֊* ° 7֊
V = и 2 . =

0\ 
О

О /
Если -

|Фз 
> О

и соотношении (1 3). (1.5) становятся скалярными.

и скорость стационарной волны (V) удовлетворяет

неравенству (" быстрая“ волна ):

V > (2.1)

то волна вращения является гармонической. Функция Ф 3 ( tj ) находится 
в этом случае из уравнения осциллятора (а>0)

—V + вФз » 0 (2.2)

Профиль нелинейной волны деформации расчитывается по ал
гебраическому уравнению

и 3 - и « Л сое ( V + 0О) (2.3)
с/ cf Л
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Здесь л амплитуда, ;> л - характерная длина нолны »ращения, 
0$ -начальная фаза.

цнонарнои волны зузанэ с длиной волны (А ) со
отношением

д А2 . <•?- с?
С г 7 Я ' с т (2.4)

Легко зидсть.что для любого материала, у которого у > 0 , неравен

ство (2.1) выполняется при произвольной, отличной от нуля длине волны 
(Л ) .

Рассмотрим зернистый композит - алюминиевая дробь з эпоксидной 
матрице.Для акого материала в работе '111 были измерены значения 
характерных скоростей: с/=2. 28’ Ю3 м/сек, ст = 9. 29 * 102 м/сек. 

с* 1 = 2.48 ‘ 10՜ м/сек, су = 0.583 х 102 м/сек; плотность 
р = 2. 19 3 10 ’ кг/л/ 3 ; диаметр зерна </ = 1.4 “ 10 ~ 3 м н константа, 
характеризующая инерционные свойства макрообъема 
/ = 0.429 » 10՜ 3 кг/м.

Профиль стационарной полны деформации, распространяющейся л 
зернистом композите, можно расчитывать по формуле (2.3), если 
V > 2.846 * 103 м/сек ( см.(1.4), (2.1)).

На фиг.1 показано распределение деформации и (»/) вдоль 
координаты ч при А « 10 ‘ 2 (кривая Н. Л = 0.5 • Ю՜1 (кривая 
2); А = 10 1 (кривая ЗЭ.Рдсчеты производились при длине водим 
Л = 1 5 <1.
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Нелинснмс волны характеризуются,как правило, тем, что их 
параметры - скорость» длина волны и другие зависят от их амплитуды 
1101.

На фиг.2 представлена зависимость скорости стационарной полны де
формации (V ) от се амплитуды (£/о) при А = 10 *; 0.5 * 10՜ *;

10՜ 1 ; (кривые 1-3).
Из фиг.2 следует, что волны едкнга-вращения большей амплитуды 

распространяются с меньшими скоростями. Указанное свойство сущест
венно о.тлнчает этот тип стационарных волн от изучавшихся ранее 
продольных волн в среде с микроструктурой [12]»

Если стационарная волна является "медленной", то есть

£1<<у< * ? ֊
с ։ 2 с х 

то функция Фз (?/) — апериодическая

Ф з = А ։ exp ( V- a т] ) + А 2 exp ( - V- a q ) (2.6)

Соотношение (2.6) - это решение уравнения осциллятора (2.2) при 
а < 0 , причем, физическим смысл имеет лишь спадающая функция.

Профиль волны деформации расчитывается по уравнению

3 4 Ус։ __ 4с? л Jcxp ( - VCJ ? ) ; rj i> 0
- u - л I exp ( V _d֊ 7 ) ; q S 0 (2.7)

Для зернистого композита скорость -медленной- стационарной волны 
определяется неравенством

3.7 м /сек < < V < 2.85.10 3 м /сек (2.8)
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Распределение деформации 6/(7) вдоль координаты 7 показано на 
фиг.З. Расчеты производились при Л=10՜2 (кривая 1); 
Л = 0.5 * 10 ’ 1 (кривая 2); А = 10 1 (кривая 3); V = 10 2 м /сек.

На фиг.4 приведена зависимость скорости стационарной волны ( V ) 
от ее амплитуды и 0 при А - 10 7; 0.5 * 10 ~ 2 ; 10 “ ։ (кривые 1-3>.

Из фиг.4 следует, что для 'медленных" стационарных волн сдвига- 
вращения выполняются тс же закономерности, что и для "быстрых" - вол
ны большей амплитуды распространяются с меньшими скоростями.

3. Циркулярно-поляризованные волны. Для волн, имеющих циркуляр
ную поляризацию решение уравнения (1.5) будем искать в виде

Ф = Д(7)Г (3.1)

где 

соз ( 7 )
“ з։п ( 7 ) - поляризационный вектор, у? - фаза вращения.

Фаза волны выражается в этом случае через амплитуду соотношением

4 у
(3.2)

где <1 -постоянная интегрирования, а амплитуда определяется из 
уравнения осциллятора, содержащего нелинейность б отрицательной сте
пени
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֊֊ + о Л - (/ 2И ‘ 3 = О (3.3)

В работе (13) была исследована фазовая плоскость (А , -уу-) уравнения 

(3.3). При а > 0 (''быстрые՜ волны) на осн абсцисс имеются два состояния 
равновесия,оба они устойчивые - типа “центр".Следовательно, имеются 
замкнутые фазовые траектории. В системе могут наблюдаться 
периодические движения.При а < О ("медленные“ волны) замкнутые фа- 
зовыс траектории отсутствуют.

Уравнение (3.3) имеет и аналитические решения. Легко видеть, что 
(3.3) сводится к уравнению первого порядка (первый интеграл), которое 
интегрируется методом разделения переменных

(3.4)

где с- сшс одна постоянная интегрирования.
Для некоторых случаев удастся записать решение в явном виде.
При а > 0 ("быстрые՝ волны ) у уравнения (3.3) имеется следующее 

периодическое решение: 

А = +------------s«n2^r/ (3.5)

которое справедливо при с ' > 4 a d 2 ,1 — 2 а А * + с I < V е'3~- Aad2 .
Если а < 0 ("медленные՞ волны), то решение уравнения (3.3) имеет 

вид

| 2 / — а { а А 4 •¥ с Л2 d՛2 ) — 2 а А 2 + с | = схр ( 2 V՜— а Т] ) (3.6)

Вводя тс или иные условия на параметры, можно привести (3-6) к 
более простому виду. Однако, как и для "медленных" волн с плоской 
поляризацией, физический смысл имеют лишь спадающие функции. Та
кое решение можно получить, если в (3.6) -2аА2+с<0 .

Это решение запишется в виде

л=± ՝О5֊2^ехр<֊2^-7) <3-7>

Профиль циркулярно-поляризованной (спиральной) волны де
формации расчитывается по уравнению

■2֊* 4 V с t -* 4 с 2 ( cos </> ( 7 )IУ I 2 U-------- j- U = -Г л L sinVf/) (3.8)
С/ \ /

л котором фаза вращения у? определяется соотношением (3.2).Амплитуда 
А для "быстрой" волны описывается выражением (3.5), для “медленной" 
волны - выражением (3.8)

В заключение заметим, что описанные в публикуемой статье стаци
онарные волны сдвига-врашсния являются новым, не наблюдавшимся 
ранее,типом нелинейных стационарных волн. Эти волны ждут еще своего 
экспериментального обнаружения.
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