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ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЕ ДЕФОРМИРОВАНИЕ ПРИЗМАТИЧЕСКИХ ТЕЛ

ЗАДОЯН М.А.

Ջաղոյան Մ.Ա.,Պրիղմատիկ Հ \ս р ԱԷ G Ճ Ъ р ի էքսպոնենցիայ դեփորմաջումը
Առաջարկվում Լ պլաստիկության հոսունության սյեսության ընդհանուր 

հավասարումների լ г, ւ ծ մ ա C մի ղաս, որտեղ դեֆորմայիաների 
արագուր।ոtCCերի տենղորը փոփոխվում է Հի ուղղությամբ է քս պոն ե նց ի ալ 
о ր են р ով « 1Г ա ս С ա վ որա պե U ուսումնասիրվում է պրիզմատիկ ձողի համատեղ 
ձգումը, ծոուսը և ոլորումը, որտեղ ընդ հանրացվում են ՀիԱի հայտնի 
յուծումը, և Կրեդտի թեորեմը' բազմակապ տիրույթների համար»Դիսւարկվում 
է նաև բարակապատ խողովակի խճղիրրւ

Предлагаете» lbrcc решеимй общих уравнений теории пластического тсчснн«. 
когда тензор скоростей деформации меняете« ио одному направлению но экспонен­
циальному такому. Ь чцстиостм, рассматриваете* совместный изгиб кручении и 
растижснно призматического стержни, где обобщаете« известное решение Хилда и 
теорема Вред га дли многосяязных областей. Обсуждается также случай тонкостенных 
труб

Zadoyan М.А. Exponential Deformation ol Prhmilii Solid

Рассматривается класс пространственных задач идеально жестко - 
пластических тел, деформируемых л одном из направлений по экспонен­
циальному закону. Исследования по пространственным задачам теории 
пластичности немногочисленны (1-3]. Обзоры этих работ можно найти 
ь |4,5].

1. Исходные уравнения и представление решения. Принимаем ма­
териал несжимаемым и удовлетвори щим соотношениям теории идеально 
жестко - пластического течения с условием пластичности Губера-Мизеса. 
В прямоугольной системе координат б обычных обозначениях имеем: 

дифференциальные уравнения равновесия

д о X 
д X + д т А-у 

à У
4֊ дт а 

д: = 0

д г лг 
д X + а о у 

ժ>’ + ДГ у;
<) Z = 0

д Г XX 
д X + ÔT г;

*У
+• д а X

Э z = 0 <!.!>

соотношения между компонентами скоростей деформаций, скоростей 
перемещений и напряжений
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условие пластичности Губера - Мизеса

(<Ъ- cy7)‘ + (crj- ^։)i + (o։~ ^)2

+ 6(Г^ + т^+ г*)- 6 (1.3)

Здесь н в дальнейшем компоненты напряжений отнесены к пласти­
ческой постоянной к .

I. Будем исследовать пластические течения среды, когда компоненты 
скоростей деформации представляются в форме

с,7 = схр(я (1.4)

где су {/ = си ц; (х , у) - произвольные функции х и у , а /< - посто­
янный параметр. Из условия несжимаемости материала имеем

сох4-й)у + й>. = 0 (1.5)

Компоненты напряжений, удовлетворяющие условиям пластичности и 
несжимаемости можно представить следующим образом:

( 2 шх + <*>у) ■ °у = (*>х ♦ 2 "у)

ГИ = Ь + <х>*. 4-

" = V cwf + «»։«, 4- си * + ш (1.6)

Подставляя эти выражения компонентов напряжений в уравнения 
равновесия (1 1). приходим 1 дифференциальному уравнению

Л (‘у?) + т (т?) <֊ ™ = о 
d х х Q / д у х Q / (1.7)

и выажению

сг։ = F 4- 2Ez 

где Е - произвольная постоянная, a F —F(x,y) - неизвестная функция 
х и у . удовлеторяющая системе дифференциальных уравнений

dF д 2ш х + aj у д w г v
дх + дх Q + Ту Q

д а> х у д F д ш х + 2 <у у 
дх Q + д у + д у Q (1.8)

Скорости перемещений из (1.2) можно представить в следующем вило:

. .dw о . 2 , м * । v \ . и: .. д<ы «u = u0(x,y)-—z^-(e -1)^.---^.
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* **0(х,)՛) * ^(е ,'՜՜- I) ю։ (|,9)

Здесь и0 . г0 , ** 0 - произвольные функции хну. Подставляя 
выражения н , и, м из (1 9) в (1 4) . сопоставляя правые н левые части 
полученных уравнений и вводя обозначения

R = и к 0 - а х п 2 -l 1Q, “ "0“ 7^1։+ —’ 
я Я

а ш 
д х

Q, “ уо՜
2 — а> 
Р

17՜ о
приходим к двум системам дифференциальных уравнений

d2 Л _ 
֊2 = 0ду2

а 2я
Эх ЭуОд2

Интегрируя эти уравнения, получаем 

d и о и v е.
ш , = — . а» у = -у՜ • ® х ® Л W0 + Лх + Ну + С

л * ц 0 . д v0 л ^*0 . 12<ио = о ’аТ • 2“^ = = 7Г + х“о + °*

_ ПМ’ 0
2 о» у г ~ ~~~ + х у о - О х , А . В , С , D — const

(1.10)

Далее,исключая Г(х,у) из (1.8) . приходим к выражению

F= Н +
г У
Г -L . 0 _ Эу° ,1 Г f ± f ± t ди 0 . 6v 0 ч 1 1 а
* О ' дх Эу > 1 Z֊ О J I Q 1 ду + дх ) и х. Оd У 

о

л
1 / э *dv'0v 1 Г d r 1 du ° avo х» . .. , .. ..."оп'дГ + ’5Г)’2 J ^[Q(V “a7)Jrfx- <ul>

G * 7 ( + ruq + Dy)2 + | + я*’о - Dx ) 2 (1. 12)
0Л Я ny

v f 0 I ; ° *У° 1 f ^v° 1 * I 1 f '1U^ ’
дх Эх dy ՝ dy 1 r 4 1 dy * dx '

m к дифференциал)-ному уравнению
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(a2 a2 i 
ax2"ay2 “

ди о (Эно \ _ - d ‘ 1 / dxz p ~ dv Q 
dy дх I Эх dy Q I dx dy, (1.13)

С учетом (1.10) уравнение (1.7) перепишется * виде

+ Ту [|(^+*'о-Й1)1+*£ = 0 <։•’<>
Далее из (1.5) и (1.10) будем иметь

+ ~~ + Ам'о+Лх+Ву+С==О (1.15)ох оу

Система дифференциальных уравнений (1.13)-(1.15) при заданных 
граничных условиях, в принципе, определяет функции мо . но , »'о • 
Компоненты выражения определяются через эти функции следующим 
образом:

Ох = егх + dv о 
Оу

У
I f Г а Г 1 / Эи 0 d v 0 \ 1 1 .. 1 / 0 ди 0 dv 0 \"2J 1« VV ' x-o^՜ ё<2-аГ + V'

О

X
1 f d Г 1 ( duQ Ovq \ 1

" 2 J a? I fi (~aF + 77 ) J dx
- о

1 ( du Q ЭгрХ
ХхУ ~ 2Q v dy dx J

x*։ =2^(^й+/'и° + о>’)
TJ” = +^0֊Ox)

Скорости перемещения (1.9) при учете (1.10) можно предстанет^ ■ 
следующей форме:

и = и о ехр ( цг ) + у ( схр (pz ) - 1 ) - ( exp ( nz ) - цг - 1 )
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D ВУ= уосхр(дх) - ֊х(схр(/ц)-1 )--(схр(/ц)-/ц- 1 ) (1.17)
В

w = w о exp ( pi) + ֊ ( exp ( pz ) - 1 ) ( A x 4֊ В у + С )

Таким образом, компоненты напряжений и скоростей перемещений 
выражаются через функции «о , v'O , н'О. которые определяются из си­
стемы дифференциальных уравнений (1.13)-<1.15) при соответствующих 
граничных условнях.

Используя (1.15), можно из уравнений (1.13)-(1.14) и из отношений 
(1.16)-(1.17) при условии р * 0 исключить функцию *о .

2- Второе представление решений. Если ввести функцию напряжений

_J_ (^!+яи0+Оу) _g_ Ех (2.1)

Та + ®։)- Тх~ Еу

из (1.12) будем иметь՜

Далее, исключая из (2.1) функцию И'о , приходим к диф­
ференциальному уравнению

Уравнение (1.15) и компоненты скоростей (1.17) остаются без изме­
нения, а (1.13) перепишется в виде

( а2 _ а2 \ х ( эмо avo \
4 дх ду 2 ф д.У дх '

֊ 2 А к )=° °-3>дх ду w \ дх ох /

Компоненты напряжения запишутся в форме

7 со х дх ду '

аг-И^2Е^ [i (^- ) 1 z-o
lcw\dx dy/Jjr“°
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У
_ 1 Г Г X ( ^0_ Это') 1 1 2±£О + ^О }

2 .•՛ *■ дх *■ ш V ^у $х / .1 ֊! х - о су • Эх ' ду ■
о
X

1 С й Г * / ди о , 5у о \ 1 .- г) к(7Г + ^г)] ։2-4)
1 а/ а/

’"‘Зш' г։։֊Эу-£-։ . ։Г«--^-£>’

Для определения функций / , ио , уо , м’о, входящих в (1.17) и 
(2.4), следует проинтегрировать систему дифференциальных уравнений 
(1.15) ,(2.1 )-(2.3) при соответствующих граничных условиях.

3. Случай ц = 0 . В полученных фоомулзх напряжений (1.16), 
переходя к пределу при д -* 0 5 будем иметь

У

а

о

о..<.2.1(^2 1(^2 _ о,)։
4 ՝■ ах А 4 ' оу /

Скорости перемещений из (1.17) при /<-»0 запишутся в виде

и - ио ( х . у ) + Сух- ~ I 2

V = и о ( х , у) - Охг - ух2

н* = к» о (х > у) + ( А х 4- В у + С ) х (3.2)

Система дифференциальных уравнений (1.13)֊<1.15) при ц -* 0 примет 
следующую форму:

АР ъ:1 #
к г- * 4 * а ь 7
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( д 2 - д ? ) 1 ( ди о дно \ д 2 I / ди о _ дно \ _ _ 
'• дл 2 ду 2 7 *У д* ' дхду аЛ дх ду7“и

ди о дн о 
дх ' ду + л х + Яу + С = О (3.3)

Если ввести функцию перемещения у* (.г, у) в виде 

1Лх2- 1с-։

՝'“ = - 1?- ՝2в^г- Iе* 

(3.4)

третье уравнение (3.3) превратится в тождество, а первое и второе 
перепишутся следующим образом:

( д 2 д 2 \ 1 ( Э V д у \
Чх2 ду2 7 Яо к дх2 ~ ду2 7

+ 2 ( 2 т—------ Л х + В у) = О
дх ду X дх ду ''

.<«-» <з.в 

причем 

О 0 = 

о» о = Ь £֊^֊лл֊1с։г
• 2 .2

< дх՜^’ “ л л - 2 с ) { + « у - 2 с )

+ *сР + 1(^-П^21 *

Для компонентов напряжений будем иметь 

а" = О։ + ^Г £^֊2Лх֊В>֊^ с)

Ь^+лх+2йу+1с)

О։ = я + 2Гг+[?1֊(2|^- + /г).)1_0

18



У

1“«Чхг ау’'4

(й-2л«-в?-1с)

о

.!(аУ агр \

։ (а»0 , \'хх * го-0(-аГ +о>)

1 4 Эн’о \хУг ~ 20,1 ау՜ Ох) <3-6>

Подставляя (3.4) в (3 2} для компонентов скоростей перемещений 
будем иметь

«-^“|л(х2 + я2)+0у2~|сх •

» = “ Эх 2 + - Ь՜^՜ ֊Су (3.7)

И* = И» О (х . у ) + Лхг+/?ух+Сх

Для определения функции н'о и у>, входящих в выражения компо­
ненте։ напряжений (3.6) и скоростей перемещений (3.7) необходимо ин­
тегрировать систему уравнений (3.5) при заданных граничных условиях.

3. В случае »ведения функции напряжения / (х,у) по (2.1) при 
Я = о

20 (-5Г +о>4 = /у - Ех

20 { =-^֊Е у

компоненты напряжений из (3.6) будут
о

О X = <7 : + ֊ ( - 2ЛХ-Ду-֊С)
<и О ՝ дх д у л 2 /

^(Й + Лх+2Я^ + 1С)

а:«Я+2£, + [-£- ( 2 -^֊ + Ву)] Лс0
*■ ш о дх ду 7 / Л -г « О

19



— 2 А х —Со 0 ох ду

X
1 Г Л г _?_ ( дгр
2 Л Лу ш о ' 0 - ~ 

о
(3.8)

2 со О

֊^-Ех
*У

Скорости перемещений (3.7) остаются без изменения а система
уравнений, определяющая функции у> запишется в виде

д2 д2 
дх 2 ду2

22

л >2
4- 2 -—- I 2 —---- А х + В у) — - Оох ду дх ду и>о

д Г со о / д/ \ ] д Г со о I д/ _ \ 1

(3.9)

-20 = 0

4. Пусть призматический стержень под действием внешних сил на 
торцевых сечениях находится в равновесии в предельном напряженном 
состоянии (задача Р.Хилла).

Полагая 

д” у _ д2 у
дх 2 ду 2

Л х - В у

интегрированием находим

Л;'3-֊12֊Дх3 + |л.г։у֊|я ‘У 2֊|(х2 + у2) (3.10)

Далее принимая Н = Е = С из (3.8) для компонентов напряжении по­
лучаем

О։ = х ^1-(*)’-(|)։

аг = (Ах + В у + С)

20



Гхг = ^ • гУ»в « ау - т zy » О (3.11)

Первое уравнение (3.9) удовлетворяется тождественно, а второе 
перепишется п следующей виде:

à Г (Лл*1у+С)Л ]
ах 1 /?-//-// J

9 Г (Лх +Д.у + С )/,] 2 «. О
ô 1 77=7^—ri J - -тг -0 <312)

v ։ — / л — 7 у

где fx и fy означают частные производные / (х.у).
Подставляя (3.10> в (3.7) для скоростей перемещений получаем

u = j(y2֊x2֊2?)֊ | ху+£>ух-|сл-Лу

v =+ Dxi֊jCy+hx (3.13)

w = н-о(х.у) т Л х z + fi у х + С z

Внешние нагрузки приложенные на торцевых сечениях, статически 
эквивалентны продольной силе

У =к /3 J JV I - fx2~ fy2 dx dy

крутящему моменту

м- = //( хт у: - .v*xs) d х dy = ֊2 J J/(x . y) d x d y

и изгибающему моменту с компонентами

Мх = кЯ ffyV 1 -fx^'-fy2 dxdy

M y = ֊ к 73 f f X V 1 - fx2 -fy1 dxd y

Уравнение (3.12) и формулы (3.11 ),(3.13) получены Р.Хиллом [11 в 
1948 г.

4. Боковое сжатие квадратного бруса. Рассмотрим брус из идеально 
жесткого материала с квадратным поперечным сечением, сжимающийся 
между четырьмя плитами с одинаковом шероховатостью и скоростью 
сближения. Такую гипотетическую задачу практически можно
реализовать, пропуская, для сближения плит.необходимые для зазора в 
узлах ± h . ±h . z . Учитывая симметрию задачи, рассматриваем об­
ласть

г х г 1 хе /I = т у z ՝у = h~ т ՝ r XS *

"|ж»Лви|у-Ав”1'« wlz«O=»',y-O = 0 (4П
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. где И и т . соответственно, скорость сближения и степень 
шероховатости плит, примем V >0. 0^ т $ 72 / 2 .

Полуобратным способом принимаем

т хх = а X , Т 7, = а у (4.2)

у 
и=и0=-Ьх, у=у^-֊Ьу, Ь - -г/1

Полагай также Л = В = Л = 0 , первому уравнению (3.3) удовлет­
воряем тождественно, а из второго и третьего уравнений, соответственно, 
находим Е =— а, С = 2 Ь .

Сопоставляя выражения тл. и тУ1 из (3.1) при О = 0и (4.2), 
получаем

Остальные компоненты напряжения согласно (3.1) и (4.2)-(4.3) будут

и_։^с'у=// + 2Ех , тХ7 = 0 (4.4)

ст,^/У + 2Ех + УЗ V 1-а2(х2 + у2)

Из условий равновесия части бруса 0 < £ < х 
л л
} ( о . и х (1 у + 2 /и Л г =0
О о

определяя И и подставляя в (4.4), получаем 

/3
° х я о у = ֊ - ----- - К - 2а г , т ху - 0

4 т

ст х = - К - 2 а х + УЗ у/ I - а 2 ( х 2 + у 2 ) 
4 т

где 

т т . о։
К — 4 ] | I - х 2 - у 2 И х <1 у = 2 1(1— х 2 ) агезт т и й х 

ос о V I - х

+ т ( 1 - т " ) агэдп - + /п 2 V I — 2
V I — т

Сила давления на каждую плиту будет

А Л _
/> = - 4 | \ о х </ х <1 у = Ь I ( ——К + 4 т т ) 

0 0 ,п •

Для определения функций и*о приходим к системе дифференциальных 
уравнений
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После интегрирования из (3.2) при А - В - 0 получаем

»՛ - /. 4- 2 Л х ֊ 2 7~3֊ V ! - а 2 ( х 2 4- у7) (4.5) 

где L - произвольная постоянная Из условий сохранения количества 
масс

Л Л
ff w </х </у + 2 И Л (/- х) = 0 

о о

определяя L и подставляя а (4.5), окончательно находим

Т = ^?7з-2(Ь|)-2^'/ 1-ог(х2 + уг) «.6>
Полученное решение имеет традиционный недостаток, характерный 

для решений типа решения Прандтля Оно неточно в середине и на кон­
цах.

2. Переходя к цнлннлрическнм координатам, из приведенного 
решения можно получить решение задачи о вдавливании идеально жестко 
пластического материал.։ из шероховатой цилиндрической втулки [! ]. 
Обозначав чнугренний рл.ч.и -пулы Л , а скорость уменьшения этого 
радиуса V и переходя • цил-. ллркчсскнм координатам из (4.2), (4.4). 
(4.5) будем иметь

c7.- = f/ü=w՜ • т г g = аг

а г = Н - 2 а л + /~3 V 1 - а 2 г 2 (4.7>

и - - V ~ . w = L f 2bz - 2/3֊- V~ а2 г 2
п т

Из условий равновесна части цилиндрической массы

Л
f а г г d г + m Ä х = 0
О 

определяя // . для напряжений окончательно будем иметь

о г = о у--------~~ [ I - ( i - т 1 ) ] - 2 а z <4.8)
/3 tn *

а : =------- —5 [ I ֊ ( 1 — m 2 ) 2 ] ֊ 2 fl г + /з 7 1- ö2‘r2
■/3՜ m

Определяя L из условия сохранения количества масс

23



А
/ *г(/г + И Л (/- х) = 0 <4.9)
о 

окончательно получаем

Формулы напряжений и скоростей перемещений (4.7)-(4.9) получены 
Р.Хиллом [1 ]
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