
ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ Դ1'ՏՈ1'Ի:ա1'ՆՆ1!1'Ի 1Ս։ԱԴե1Ո»ԱՑ1' Տէ/ԼԵԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ Л КАДЕ ЧИИ ПАУК АРМЕНИИ

44, те 3, 1991 Механик։

УДК 532.517.2
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Дастся решение задачи Куэтта в случае несжимаемой структурной жидкости с 
шсимметричным тенором напряжений. Рассмотрено распределение температуры и 

случае вынужденного кониектнипого течения ниткой несжимаемой несимметричной 
жидкости. Показано, что выделение тепла больше, чем для классических ньютонов
ских жидкостей, где внетреинл иращенис се у штывастгя.

Задачу о движении жидкости между двумя параллельными плос
кими стенками, из которых одна покоятся, а другая движется и свое!՛! 
плоскости с постоянной скоростью (течение Куэтта) рассмотрена в 
работе [1]. В работе [2] рассмотрено распределение температуры 
для течения Куэтта. Вышеуказанные решения были основаны за 
классической теории континуума. Однако классическая точка зрения 
налагает сильные ограничения на пределы, в которые континуальное 
описание макроскопического поведения может успешно отражать тон
кую структуру материала. Накопившиеся факты свидетельствуют о 
том, что классическая теория континуума Навъе-Стокса не может 
точно предсказать поведение некоторого класса жидкостей и особенно 
течений через тонкие капилляры и узкие зазоры, так как не содержит 
механизма для обьяснеиия наблюдаемых новых физических явлений. 
Такая потеря точности во можпа на случаях, когда характерный раз
мер системы (расстояние между плоскими сделками) сравним с харак
терной материальной (липой вещества, значение которой обусловлено 
средним размером молекул или зерен, содержащихся в среде [3].

Это обстоятельство (совместно с другими недостатками класси
ческой теории континуума) привело исследователей к разработке тео
рии несимметричных жидкостей,

Все более очевидно, что разработанные в последнее время поло 
жеипя теории структурных жидкостей могут успешно описывать пе- 
ньютоновские поведения реальных жидкостей. В этой теории введены 
два независимых кинематических векторных ноля, одно из которых 
представляет поступательные движения частиц жидкости, а другое— 
угловые вращательные движения частиц, характеризующие внутрен
ние степени свободы, соответствующие им моментные напряжения. В

К настоящему врехшки опубликовано большое количество работ. посиящеТшы-. 
этой тематике, о чем достаточно полно изложено п [3] 
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динамике структурных несимметричных жидкостей вращательные 
степени свободы учитываются путем введения в законы сохранения 
внутреннего ■сшитого момента количества движения [3- 12]. Ха
рактерным отличием теории структурных сред с несимметричным тен
зором напряжении является присутствие масштабных параметрон. 
Эти жидкости реагируют на мнкровращательные движения и спино
вую инерцию, поэтому могу. воспринимать распределенные поверх
ностные и масс >вые пары сил.

В работе | 13] в рамках модели [!4] рассматривался нагрей 
микрополяриог жидкости за счет вязкой диссипации энергии при ее 
гечении в плнсю м канале, когда одна из пластин движется относи
тельно чр\ ой с постоянной скоростью, в случае нулевого перепада 
давления (простое точение Куэтта), Найдены выражения для полей 
скорости г микровращепия. а также для функции вязкой диссипации 
энергии.

В настоящей работе лается решение задачи Куэтта в случае не
сжимаемой структурной жидкости с несимметричным тензором напря
жений. Рассмотрено распределение температуры с учетом тепла, во.- 
пикающего вследствие трения.

I. Основные уравнения движения

Общая система уравнений вязкой несжимаемой жидкости с не
симметричным тензором напряжений имеет вид [3, б]

у • г<=0

—-= - — • (ут/|2®—V <■»]{•/
<н р

/^- =2*г(у <•» -2«)+Со?(? ■ и')-р2(йг ՛ (г®)4,д՝ 
<н

+ • (?«')“ С П-1)

Здесь о массовая плотность, р давление,I—скалярная константа с 

размерностью момента инерции единицы массы, г՛ —вектор скорости 

гочкн. ю—вектор, характеризующий среднюю угловую скорость вра 
щеиия частиц, из которых состоит точка континуума, ՛՛—кинематичес
кая ньютоновская вязкость, ч,— кинематическая вращательная вяз
кость, с0, с„, Си —коэффициенты моментной вязкости, (Ц.— 
полная производная по времени, с —пространственный градиент. 

УуиУ и (?и>)'/— симметричные части соответствующих диад, (??>)" и 
♦

(рш)и—антисимметричные диады, / —вектор массовый силы, с—вектор 
массового момента.
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К активным массовым силам, вхоляшим в уравнения движения, 
необходимо присоединить архимедову подъемную силу, возникающую 
вследствие изменений объема, связанны՝ с нагреванием.

В работе [I] показана, что массовая сила, обусловленная архи
медовой подъемной силой, одинакова по порядку своей величины с 
силами инерции н грения лишь в том случае, если cool ношения меж-

п\ числом Грасгофа Gr=—1-------— и числом Рейнольдса /?= ——
Л 7

равно
Сял /?*

Здесь ускорение сноб о;։ и՜* го падения. - коэффициен т кубического 
расширения, {2>Т')п=:Т„ 1 разность температур тела (стенки) и 
жидкости. / -характерная длина, V -характерная скорость.

Такое соотношение между числом Грасгофа в числом Рапнольдса 
может существовать только при очень малых скоростях течения и 
значительных разностях температур.

Анализ системы уравнений движения (1.1) показывает, что в 
случае модели структурной жидкости с несимметричным тензором напря
жений, учитывающей внутренние степени свободы, массовая сила, 
обусловленная архимедовой подъемной силой, одинакова по порядку 
своей величины с силами инерции и трения, если Огл=/?։, то есть 
учет вращения частицы жидкости не приносит ничего нового в нем.

Таким образом, архимедову подъемную силу в уравнениях (1.1) 
.можно не учитывать при умеренно больших скоростях (при больших 
числах Рейнольдса) н при малых разностях температур [I]. Извест
но, что такие течения называются вынужденными конвективными те
чениями [1]. В случаях, когда архимедову подъемную силу в уравне
ниях движения (1.1) можно отбросить, а вязкости считать ис завися
щими от температуры, распределение скоростей становится независи
мым от распределения температуры.

2. Течение Куэтта

Особенно простое точное решение системы уравнений (1.1; полу
чается для течения Куэтта, то есть для установившегося ламинарного 
течения между двумя параллельными плоскими стенками, из которых 
одна покоится, а другая движется в своей собственной плоскости с 
постоянной скоростью U (фиг. Н Пуст՛, расстояние между стенками 
равно h, скорость и направлена по осн ՝ . составляющие скорости т и 
w всюду равны нулю, всюду равны пулю и составляющие угловой 
скорости uj.v, ՛<>,. Имеем

t<=w=0. и=и(у)
u»,=u>v=o, w*=<«(y) (2.1]

В этом случае уравнение неразрывности удовлетворяется тождест-
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пенно. а уравнения поступательного и вращательного движений (без 
учета архимедовой подъемной силы) сводятся к виду

др (*Р .л ^Р— •= —=» <), — соп>1
ду дг дх

и

dx с!у
а и 4'14-4'’, 
т = ֊ 2" (2.3)т/у 2»;, «у*

Здесь

т^р. Чг-Р»„ с;=рс^, С^ре„

Уравнения (2.2) и (2.3) являются линейными дифференциаль
ными уравнениями относительно »(//) и ы(р).

Фиг. I.

Предполагаем, что жидкость прилипает к стенкам при //=0 и 
у=й. тогда граничные условия для поступательной скорости и угло
вой скорости вращения частиц будут [3, 15]

//=0, им=0 при у-0
и*»и, е>=0 при у=Л (2.4)

Решение системы уравнений (2.2) н (2.3) с учетом граничных 
условий (2.1) имеет следующий вид:

1 УАсйАу—1 \ | , V’ (с!1Ау—1)(сйМ—1) I
т, </х\2 к зйАй / Р А зЬАЛ

(2.5)



1 dp/shky. \ 1 ~ [ chkh —1-—— ( —7 A -y )----- c chiy-------------- ։h£y—I (2.5)
2*j z/x\shA-A / 2 I shAA

Здесь

•i постоянная интегрирования С дается соотношение՝)

**сПМ-1/ 
2 * яЬАЛ '

II дальнейшем, для простаты решения, рассмотрим случай нулевого 
перепада давления (течение чистою сдвига). Гшда, для распределения 
носгупательной скорости и и скорости вращения частицы будем 
иметь

-С-Ь»-У|.^-^֊^֊»Ч| (2.8)
< I ' I shX I)

»’= -у -= — С* I ch' v‘- —-—— sb*y* — l (2.9)
U 2 I sh>

sh'
В предельном случае Л—О или /.-—<» 

поступательной скорости (2.8) переходит к

Нити ՛=?* л՛-о

выражение безразмерной 
классическому решению

(2.10)

и (2.9) даст <о=0.
л—действительное число, характеризующее взаимосвязь между гео
метрией н свойствами жидкости, так как т„ са, с'а неотрицательны.

Дли различных значений Л (при >.֊ 0.5) на фиг. I изображено 
отличие скорости от классическою течения Куэтта.

Как нилнм. учет несимметричности тензора напряжений жидкости 
(микроструктуры) приводит к увеличению скорости н прилагающей ч 
твнжущсйся стенке иолоинпс и уменьшает и другой половине скорости 
по сравнению со скоростью течения классической ньютоновской жид
кости. Причем, чем больше V. гем больше ли эффекты

3. Составление уравнения энергии

III уравнения «первою закона термодинамики» для систем с не
симметричным тензором напряжений имеем [3]
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!' /■ = —/’Г • V |-?Ф {-V • (хуП<и (З.П

। ле

<?=-*? 7'

Здесь е—удельная внутренняя энергия, <7—вектор потока тепла через 
границу площади и единицу времени за сче.՛ теплопроводности. *— 
коэффициент теплопроводности, 7*—абсолютная температура. Ф ско
рость диссипации механической энергии (на единицу массы жидкости), 
вызываемой вязкое։ ыо жидкости.

Для скорости диссипации (в случае плоскою течения) имеем [3]

В гом случае, когда скорость движения жидкости мала по срав
нению со скоростью щука, то иозника опте в резулылге движения 
изменения давления настолько малы. ч;о вызываемыми ими измене
ниями термодинамических величин можно пренебречь. Ирк определении 
производных о1 гермодннамичеекю: величин в этом слу ։ае давление 
пало считать постоянным Тогда будем иметь следующее гермодина
мическое соотношение [16]

(/$ </7*
(3,3)

гас <֊ удельная энтропия, ср—удильная теплоемкость при постоянном 
давлении.

Используя уравнение сохранения энергии (3.1). соотношение (3.3։ 
перепишем в виде

—т’М-Ф (3.4)
(Ф рс,, ср

Здесь были использованы также термодинамическое соотношение Гиб
бса и уравнение неразрывности н форме [17]

(/.к </<? ,/ «“ --- г р-----
(И 4/г (II (И

4. Определение распределения температуры

Так как для задачи Куэтта скорость диссипации согласно (3.2) 
равна

(Ои. \։ / ди \ ( д-м\։֊֊ ) +Н р^4-ш’-[(Св О|г)
ду / \ оу / \ду/
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(уравнение энергиито уравнение для распределения температуры 
(3.4) ) примет вид

(4.1)

Очень простое решение для распределения температуры получаете! 
при следующих граничных условиях, определяющих температуру на 
стенках

T=>1Q при у=0
Т— Т} при у—Л (4.2)

ю есть при постоянном значении температуры вдоль каждой стенки.
.Уравнение (4.1) при граничных условиях (4.2) дает для распре

деления температуры решение, не зависящее от х. Поскольку е==0. 
а Т не зависит от х. вся левая часть уравнения (4 I). иредставляюща i 
перенос тепла посредством конвекции, стшмае՜։ [1. 18) Слеловвте п>- 
по. возникающее при течении ноле температуры обусловлено только 
теплопроводностью в поперечном иапранлении и теплом, образую
щимся вследствие трения. Отбросив в 'равнении (4.1) члены, равны? 
нулю, получим

(^-r v)(— ) ֊4>}f (ш— •+Ш» (г4֊Н\.)( — ) (4.3)
rfy’ \rfy / \ rf.V ./ J

Вычисляя из (2.8) и (2.9) значения «г, производных —, ~ и под- 
rfy rfy

ставляя в уравнение (4.3). получим

+ XA-XU-^
Т։-Т, Л 2»(/, ֊Г0) Л\ h )' 2«(’֊7։) ։ \ л

_XchA_±/ch2,X_Xch2/\|։+(£h^!»։l
Л / 2 \ A h /I sh’X

+ I ։h2>.X _ X sh2i. \_± А _Х\Г7_№-!)■
sh>. \ h h /2 \ fi /| sir л

4;У* ch/.-l
1-№ shX

sh>. ™ shX 
л fî

Введя обозначение Т:—Т(1= (ДТ^, представим безразмерный пара 
.метр

'•(Л-Т'о)
в виде произведения [ 1|
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-....и'- РгЕс
'хСЛ""^'о) 7- ^р(^7՝)о

Следовательно, этот параметр может быть выражен через число 
Прандтля и через число Эккерта. Таким образом, в рассматриваемом 
случае, и ко юром конвекция тепла отсутствует, температурное поле 
зависит только от произведения Рт • Ес.

Окончательно для распределения температуры получим уравнение

Из (4.5) видно, что распределение температуры складывается из двух 
час ген. Первая часть соответствует решению классической ньютонов
ской жидкости[1], на эту часть налагается распределение, зависящее 
от тепла, возникающего вследствие несимметричности жидкости, то 
есть учета внутреннего вращения.

В предельном случае /V—֊0 или 7.->оо выражение распределения 
температуры (4.4) сводится к классическому решению для течения 
Куэтта, полученное Г. Шлихт внго.м [1]

П։п 7'~Г* «= У. г՝и> 2.Л _ 2_\ 
л" г֊тГ И ' (2^Т-Т9) Л \ Л /
»1.1 п

Фиг. 2
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Распределение температуры при ।счеши։ Куэтта с учетом тепла, воз
никающего вследствие трении, для различных значений безразмер
ного параметра связи Л' (при /=»0,5. РгЕс=0; 4; 8) изображено на 
фиг. 2.

Фиг. 3.

Как видно из фиг. 2. выделение тепла здесь больше тепла для 
классических ньютоновских жидкостей.

На фиг. 3 показаны графики распределения безразмерной темпе
ратуры при различных значениях параметра X (при №=0,5, Рг • Ес — 
-0; 4; 8).

Из графика видно, что чем ниже значение Л. тем более ярко вы
ражены эффекты учета подс։руктуры жидкое։п на распределения 
температуры по сечению течения.

THE COUETTE FLOW AND HEAT TRANSFER OF THE 
STRUCTURAL NONSYMMETR1C FLUID

I. G. PETROSIAN

ԿԱՌՈՒՑՎԱԾՔԱՅԻՆ № ՍԻՄԵՏՐԻԿ ՀԵՂՈՒԿԻ ԿՈՒԵՏՏԻ ՀՈՍՔՍ ԵՎ 
ՋԵՐՄԱՏՎՈՒԹՅՈՒՆՍ

Z. Գ. ՊււՏքՈՍՅԱՆ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

Տրված Լ կաեաաի իյնղրի լւոծումր ոչ սիմետրիկ լարման թենղորււվ ան- 
սեղմելի կաոուցվածրւսյին հեղուկի դեպքում: Դիտարկված Լ ջերմաստիճանի 
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րաշխոլմր մ ածուցիկ անսեղմ ե/ի ոշ սիմետրիկ հեղուկի и տ ի щ и ղ ա կ ան կոնվեկ- 
Ոէիվ :>"»րի էքեպքոէմ՝. Յույց է; տրված, որ ?ե րմttt/lյան անշս/աւէւմր ավելին Լ, 
րան նյոսոււնյան ղասական հեղուկների Համար, ուր նևրրին ւէրոույտը հաշվի 
լի տոնվում t
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